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2025-08-21 17:17 1



1. Betrakta blockdiagrammet i figuren. Lat &verféringsfunktionen fran w till y
vara G(s).
1
N
u Y
1
S+2
a. Ange G(s) och bestdm systemets poler och nollstéllen. (4 p)
b. Ge en tillstandsbeskrivning (& = Az + Bu,y = Cx + Du) for systemet. (4 p)
Solution
a. G(s) = % + S-‘r% = 8%213) Polerna dr s = 0 och s = —2. Systemet har ett
nollstélle vid s = —1.
b. Lat utsignalen fran det tva blocken vara z1 och xo. Vi har 1 = uw och &y =
—2x9 4+ u och y = x1 + x9, vilket ger tillstandsbeskrivningen
_ 0 0 N 1
T = x u
0 -2 1
y=[1 1]z
Maénga andra losningar finns. Till exempel kan nagon av standard-formerna
fran formelsamlingen anvéndas.
2. Ett system beskrivs av
il = X9
.4 2
Tg = —Ty +ar] +acosu
dér v ar insignal och a ar en reell konstant.
a. Linjirisera systemet kring den stationdra punkten (z{, z$, u°) = (1, 0, 7).
(4 p)
b. For vilka a ar det linjariserade systemet asymptotiskt stabilt ? (2 p)
Solution

a. Linjérisering sker enligt de fyra stegen i foreldsningsanteckningarna med

fi(z,u) = 29 och fo(z,u) = —24 + ax? + acosu

1. Ta fram stationdr punkt. Denna del ar redan given i uppgiften. Med be-
teckningar enligt a géller (z9, 9, u°) = (1, 0, m).
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2. Taylorserieutveckla f;(z,u) runt stationar punkt.

Filer, ) e u) + - R ) = a) 4 () ()
=9 — T
0 0
fo(z,u) = fo(x?,u®) + %fg(xo, u’)(x —x°) + %fg(xo, u®)(u — u®)
=0+4+2a-1-(x1 —29) —4-0%- (23 — 23) — asin(n) - (u — u®)
= 2a(x) — x9)

3. Introducera variablerna

Az, =x1 — 2§

Azy = x9 — 79
4. Tillstandsekvationerna i de nya variablerna blir nu

Ai?l = AJ,‘Q
Ao = 2aAx

vilket 1 matrisform ar

0 1
Az = Ax
[2@ O]

b. Polerna, dvs egenvardena till systemet, fas ur

A -1
det
[—Qa A

A= +v2a

Om a > 0 sa finns det en pol i hogra halvplanet, vilket gor systemet instabilt.
Om a < 0, sa ar polerna rent imaginira. Slutsatsen &r att det linjariserade
systemet aldrig dr asymptotiskt stabilt.

=X —-24=0

3. Betrakta systemet

-2 0 n 1
T = x u
2 -1 2
y=[1 1]z
a. Ar systemet styrbart? (2 p)
b. Bestdm en tillstandsaterkoppling u = —Kx + k.r sa att det slutna systemet
far foljande karakteristiska ekvation: (3p)
2 +4s+4=0

Du behover inte bestdmma konstanten k.
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c. Vilken egenskap ska systemet ha for att man ska kunna skatta hela till-
standsvektorn x givet métningar av u och y? Har systemet den egenskapen ?

(2 p)

d. Vad brukar man géra om man inte kan méta alla tillstanden ? (1p)

Solution

a. Styrbarhetsmatrisen &ar

1 -2
W, =

Kolonnerna ar linjért oberoende, vilket innebéar att systemet ar styrbart.
b. Med u = —[k1 kg]z blir det karakteristiska polynomet
s2 + (34 k1 + 2ka)s + 2 + k1 + 6k2

Identifiera koeflicienterna med

s2+4s+4
Detta ger
3+ki1+2ko=4 = ki +2k=1
24+ ki +6ko=4 = ki +6ky=2
Svar:
k=3
b= 1

c. Systemet ska vara observerbart. Eftersom observerbarhetsmatrisen

11
W, =

har full rang ar systemet observerbart.

d. Skatta tillstdnden med t.ex. ett Kalman-filter.

4. Overst i figur 1 finns bodediagram fér 4 olika processer. I figurerna finns allt av
intresse representerat for de olika systemen. Det betyder att kurvorna fortsatter
utanfor diagrammet pa liknande sédtt och t.ex. inte bryter upp eller ner vid
hogre eller lagre frekvenser d4n vad som syns. Para ihop dessa diagram med 4
av de 6 Nyquistkurvor som finns nederst i samma figur. Motiveringar krévs,
omotiverade 16sningar ger ej poing. (4 p)
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Figur 1 Bodediagram 1-4 och Nyquistdiagram A-F i uppgift 4.




Solution
Bodediagram nummer 3 har en faskurva som &r typisk for ett system med
tidsférdrojning. Av Nyquistkurvorna ar det bara F' som har argument lagre 4n
—270 grader. Det ser man pa att kurvan korsar den positiva imaginéra axeln.

Bodekurva 2 innehdller en integrator som gor att fasen borjar i —90 grader.
Det stammer 6verens med Nyquistkurva D och E. Det slutliga argumentet ska
emellertid hamna i —180 grader, vilket betyder att E dr den Nyquistkurva som
hor samman med 2.

Bodediagram nummer 4 har statiska forstdarkningen 1 (alltsa virdet vid fre-
kvensen w = 0 rad/s). Det svarar mot startpunkten for Nyquistkurvan. Alltsa
hor 4 samman med C.

Slutligen kan vi séga att av de aterstaende bodediagram sa hér nummer 1
samman med Nyquistkurva B, ty fasen ska inte ga under —180 grader.

Svar: 1-B, 2-E, 3-F, 4-C
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5. En process styrs med en PID-regulator u = K (e + T% fg e(t)dt + Td%), dar
e = r—y. En stegéndring i referensen r fran 0 till 1, vid tiden ¢ = 0, ger upphov
till att processens utsignal y d&ndras som i figur 2. I hela uppgiften antar vi att
regulatorparametrarna K, T; och T} ar positiva. Dessutom vet vi att utsignalen
var noll for tider ¢ < 0.

a. For tiden t = 1, ange om P-delen ger ett positivt eller negativt bidrag till

styrsignalen u. Motiveral (2 p)
b. For tiden t = 1, ange om I-delen ger ett positivt eller negativt bidrag till
styrsignalen u. Motiveral (2 p)
c. For tiden t = 1, ange om D-delen ger ett positivt eller negativt bidrag till
styrsignalen u. Motivera! (2 p)
d. Vilket virde har det slutna systemets statiska forstarkning? (2 p)

Step Response

1.2

/AN

0.8
)
ge!
2
506 -
S
<
0.4
0.2
0
0 1 2 3 4 5
Time (seconds)
Figur 2 Stegsvaret y(t) i uppgift 5
Solution

a. Reglerfelet &r negativt eftersom referensen dr mindre dn utsignalen. Eftersom
P-delen ar proportionell mot felet kommer den att ge ett negativt bidrag till
styrsignalen.

b. I-delen integrerar reglerfelet e (referens minus utsignal) fran tiden noll. Vid
t = 1 s kommer denna integral fortfarande att vara storre dn noll (positiv area).
I-delen ger séledes ett positivt bidrag till styrsignalen.
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c. D-delen i PID-regulatorn &r proportionell mot derivatan av reglerfelet. Regler-
felet e minskar dnda tills utsignalen nar sitt toppvirde. Darmed &r derivatan
negativ vid den givna tiden och D-delen ar saledes ocksa negativ.

d. Istegsvaret ser vi att processens utsignal gar mot referensvérdet, vilket betyder
att den stationéra forstarkningen ar 1.

6. Ange om foljande &r sant eller falskt. Korta motiveringar krivs. (4 p)

1. En integrator 1/s har en faskurva som ar konstant —90° for alla frekvenser.

2. En pol narmare origo (i s-planet) ger snabbare systemrespons.

3. Fasmarginal méts vid den frekvens dér amplitudkurvan skidr 0 dB-linjen
i Bode-diagrammet.

4. Storre integral tid T; ger béttre eliminering av laststorningar

Solution

1. Sant. En integrator G(s) = 1/s har ZG(jw) = £(1/jw) = —90° for alla
w > 0.

2. Falskt. En reell pol ndrmare origo (mindre |R(p)| i vinstra halvplanet)
ger storre tidskonstant 7 = —1/R(p) och ddrmed langsammare respons.

3. Sant. Fasmarginal definieras vid gain crossover frekvensen wy. dar Nyquist-Jj
kurvan skar enhetscirkeln. Det sker da |L(jwge)| = 1 (0 dB). Fasmargina-
len ges da av PM = 180° + ZL(jwgec).

4. Falskt. Integraldelens forstarkning &r K; = K/T;; storre T; = mindre
K; = svagare/ langsammare eliminering av laststorningar. Extremfallet
T; = oo ger ingen I-del alls.

7. I en industri finns en maskin med &éverféringsfunktionen

3
Gp(s) = m

En processingenjor har designat en proportionalregulator med forstéarkningen
K = 2. Systemet blir stabilt vid aterkoppling och stegsignaler i borvardet
foljs tillfredsstéllande. Tyvéarr har designen dock misslyckats med avseende pa
rampfoljning av borvirdet eftersom rampfelet blivit for stort, se figur 3.

a. Hjélp processingenjoren att designa en kompenseringslank som minskar det
stationara rampfelet till 0.15 och som minskar fasmarginalen med hogst 6°.
Tva av de mest anvinda kompenseringslénkarna ar

s+ta
G =— M>1
Kl (S) s + a/M
s+b
=KgkN———, N>1
Gra s) K s N’ >
Vilj lamplig kompenseringslank och ange parameterarnas varden. (5 p)

b. Rita blockschemat for det aterkopplade systemet dar kompenseringslénken an-
vinds. (1p)

2025-08-21 17:17 8



Figur 3 Bérvirde (heldragen) och utsignal (streckad) for systemet i uppgift 7.

Solution

a. Eftersom det ar ett stationért fel vid rampsignal som ska minskas, ska forstark-
ningen for laga frekvenser 6kas. Saledes ér det en fasretarderande kompense-
ringslank G, (s) som ska anvindas, vilken specificeras av de tva parametrarna
M och a.

Fran figur 3 ar rampfelet hos det icke-kompenserade systemet 1.5 och enligt
specifikationen ska det minskas till 0.15, dvs minskas en faktor 10. Eftersom
systemet redan innehaller en integrator kan vi direkt dra slutsatsen att M ska
valjas till 10.

Fréan tumregeln i foreldsningsanteckningarna fas att a = 0.1 w,, dér w, ar sy-
stemets skérfrekvens (dvs med nuvarande K = 2 inkopplat). Vi far

1
iwe(iwe + 3)2

1
=3.2.—— =1

KGy(iwe)| = 3K .
| p(ZUJ )| wc(wg +32)

Numerisk 16sning pé riknare ger w. =~ 0.64. Kompenseringslénken blir darfor

s+ 0.064
Gy (s) = —— 27
K1 (8) = S370.064/10

b. Se Figur 4. De tva regulatorblocken kan ocksa byta plats, eller slds samman
till ett block, som da ska innehélla K = 2 faktorn.

8.  Tva stabila system har 6verforingsfunktionerna G (s) respektive Ga(s). Deras
Nyquistdiagram kan ses i figur 5 och 6. (De delar av kurvorna som inte syns
fortsitter nerat i diagrammen).
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R(s) E(s) Gy (5) X U(s) Go(s) Y(s)
|
=1

Figur 4 Blockdiagram fér kompenserat system i uppgift 7.

a. (G regleras med en P-regulator. For vilka virden pa regulatorférstarkningen

K > 0 blir det slutna systemet stabilt? (2 p)
b. G2 regleras med en P-regulator. For vilka virden pa regulatorforstérkningen
K blir det slutna systemet stabilt? (2 p)
c. For vilka virden pa K > 0 far vi en fasmarginal pa minst 45° nér vi reglerar
G2? (2 p)
1r
05F
O,
» 05F
]
2
£
= 15
otk
-25F
_3 1 1 1 1 1 \ 1
=3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

real axis

Figur 5 Nyquistdiagram for G, i uppgift 8.

Solution

De 6ppna systemen ar stabila, sa vi anvinder forenklade Nyquistkriteriet.

a. Nyquistkurvan skidr den negativa reella axeln vid tva punkter: vid —2 och
vid cirka —0.2. Det slutna systemet blir alltsi stabilt om K < 1 eller om

2
K > &5 =5 (dven K > 4 ger godként).

b. Nyquistkurvan skéir aldrig den negativa reella axeln. Alltsa gar det bra med
alla K > 0.

2025-08-21 17:17 10



05r

imaginary axis
|
o
(6]
T

15 i i i i
-15 -1 -0.5 0 0.5

real axis

Figur 6 Nyquistdiagram for G2 i uppgift 8.

c. I figuren ser man att vinkeln till den negativa reella axeln hela tiden avtar
nér frekvensen okar. I punkten (—0.5,—0.5) dr vinkeln 45°. Den punkten har

absolutbeloppet /(—0.5)2 + (—0.5)2 = \/g Det innebér att om K < /2 sd
blir fasmarginalen ¢,,, > 45°, och fér K > /2 blir fasmarginalen mindre &n 45°.
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