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1. Betrakta systemet

() o)

Yy = ( 0 1 ] x.
a. Vad ar overforingsfunktionen G(s)? (4 p)
b. Berikna systemets poler. Ar systemet instabilt, stabilt eller asymptotiskt sta-
bilt? (2 p)
Solution

a. Overforingsfunktionen fran u till y ges av G(s) = C(sI — A)~!B, dvs

co-(0 ) [0 ) ) e

b. Polerna till systemet ges av rétterna till ndimnarpolynomet (s + 5)(s — 3), dvs
av s = —5 och s = 3. Eftersom en pol ligger i hoger halvplan ar systemet
instabilt.

2. Betrakta foljande olinjéra differentialekvationer.

1= —I —i—u2

To = —x1 + /To.

a. Antag att u’ = 1 och bestdm systemets stationira punkt. (1p)

b. Linjarisera systemet kring den stationédra punkt du fick fram i a. (4 p)

c. Ar det linjariserade systemet asymptotiskt stabilt ? (1p)
Solution

a. Stationdra punkter berdknas genom att sétta &1 = o = 0, vilket ger
0= —x(l] +12
0= —af + /a3,
0

varifrén vi far stationdr punkt (u%, 29, 29) = (1,1, 1).

b. Berékning av partiella derivator av de tva ekvationerna (som vi betecknar fi

och fy) ger
oh _ oh _ of _
ory 1, Ory 0, ou 2u,
on o 1o
0x1 ’ Oy 2y/x3’ ou
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Sétter vi in stationdr punkt (u®, 29, 29) = (1,1,1) far vi
8f1 afl afl
—(1,1,1) =-1 —(1,1,1) =0 —(1,1,1) =2
,1?1( » ) ’ 81;2( » ) ’ au( = ) 9
9fs 9fs dfa
—(1,1,1) = -1 —(1,1,1) =0. —(1,1,1) =
axl( b ) ) axz( b ) 05? au( ) ) 0

och om vi introducerar nya variabler

Ar =z —2°

Au=u—u

far vi det linjariserade systemet

-1 0 2
Az = Az + Au.
-1 0.5 0

. Nej, egenvirdena till A-matrisen ges av -1 och 0.5 och ett av dessa &r positivt.
Systemet ar darfor instabilt.

Insignal och utsignal fran ett system med 6verféringsfunktion enligt

b
G =
(8) =7+
ar given i figur 1. Bestdm numeriska varden pa a och b. (4 p)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tid [s]

Figur 1 Insignal u(t) och utsignal y(t) for systemet i uppgift 3.
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Solution

I figuren ser man att avstandet mellan tva toppar ar 0,5 s (dvs. periodtiden
T = 0,5 s), vilket ger vinkelfrekvensen w = QT” = 4r rad/s. Vidare kan man
ldsa av att amplituden pa utsignalen dr en fjardedel av amplituden pa insig-
nalen, och &verféringsfunktionens forstarkning ar darfor 0,25. Slutligen kan
dven forskjutningen mellan in- och utsignal ldsas av till 0,1 s, vilket ger fasfor-
skjutningen ¢ = w - 0,1 = 0,4m, och eftersom utsignalen ligger efter insignalen

kommer fasférskjutningen att vara negativ.

D& en sinussignal skickas in till ett linjart och tidsinvariant system kommer
utsignalen ocksé att vara en sinussignal med samma frekvens, men med ampli-
tuden |G(iw)|Ap om amplituden pa insignalen dr Ay, insignalen har vinkelfre-
kvensen w och systemet har 6verforingsfunktionen G(s). Utsignalen kommer
dessutom att ha fasférskjutningen arg G(iw).

For overforingsfunktionen géller (1) och (2) vid vinkelfrekvensen w = 47 rad/s:

. b
|G (idm)| = NETEET: (1)
arg G(idm) = — arctan (4%) (2)

Den fréan figuren uppmétta fasférskjutningen tillsammans med (2) ger (3). Pa-
rametern a kan da riaknas ut enligt (4).

4
—0,47 = — arctan (—W> (3)
a
4m
=———=x~4]1 4
“ tan(0,47) ’ 4)

Den uppmaétta forstarkningen tillsammans med (1) ger (). Parametern b kan
da réknas ut enligt ().

0,25 = —/—m—r——
(4m)? + a?

b=0,25y/(47)? + a? ~ 3,3
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4. Man vill reglera en motor beskriven av (6 p)

1
s(s+1) Uls)

med en PD-regulator U(s) = (k + kqs)(R(s) — Y (s)). Bestam parametrarna k
och k4 sa att slutna systemets karakteristiska polynom ges av

Y(s) =G(s)U(s) =

$2 + 2Cwos + wg,

déar ¢ och wg &r givna parametrar. Beskriv ocksd hur parametrarna ¢ och wq
paverkar slutna systemets snabbhet och ddmpning.

Solution
k+kds
s2+(1+kg)s+k"

Med K = k + kgs far vi slutna systemet 1ng = Identifiering av

nidmnaren med s2 + 2Cwos + wi ger

{2Cw0:1+kzd {kdeQC(uo—l
<~

2

wi =k k= wg.

Ett storre virde pa wg ger ett snabbare system. Parametern ¢ ligger mellan 0
och 1 dér ett hogre varde ger ett battre dimpat system.

5. Ett system &r givet pa tillstandsform enligt

(1))
y=(10)a

a. Kan man med tillstandsaterkoppling u = —Kx godtyckligt placera det slutna
systemets poler? (2 p)

b. Bestdm en tillstandsaterkoppling sé att det slutna systemet far samtliga poler
i s = —3. Antag att alla tillstind kan métas. (4 p)

c. Antag nu att det endast dr mojligt att méta utsignalen y. Ar det mojligt att ta
fram ett Kalmanfilter sa att skattningsfelen avtar godtyckligt snabbt? Vad éar
en lamplig polplacering for systemet i denna uppgift? (OBS. Inget Kalmanfilter
behover beridknas) (2 p)

Solution

a. Att det ska vara mojligt att placera det slutna systemets poler godtyckligt ar
ekvivalent med att systemet ar styrbart. Styrbarhetsmatrisen ges av

W= (B AB):<(1) _12>

Villkoret for styrbarhet ar att W, ska ha full rang. Det enklaste séttet att kon-
statera detta dr att berdkna determinanten, som i detta fall blir —1. Eftersom
denna &r skild fran 0 har W full rang, och systemet ar darmed styrbart.
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b. Vid tillstandsaterkoppling anvinds styrlagen uw = — Kz, dir K = ( ki ko )
Det slutna systemets poler ges av egenvirdena till matrisen A — BK, vilka
kan placeras genom att vélja k; och ko. Dessa erhélls genom att l6sa den

karakteristiska ekvationen
1 0 0 1 0
s — — ki k =

det(s] — (A— BK)) =

s -1
= =52+ (2+k)s+k =0 (5)
ki s+24+ko
Att polerna for det slutna systemet ska hamna i s = —3 innebér att den

karakteristiska ekvationen ska vara (s + 3)% = s? 4+ 65 + 9 = 0. Jamforelse ger
att k1 =9 och ky = 4.

c. For att det ska vara mojligt att konstruera ett Kalmanfilter déar skattningsfelen
avtar godtyckligt snabbt maste systemet vara observerbart. Detta understks
genom att berdkna rangen fér observerbarhetsmatrisen.

v (en) -0 7)

Determinanten for W, ar 1, vilket innebér att den har full rang och att systemet
ar observerbart.

Polerna for Kalmanfiltret bor véljas snabbare &n de for regulatorn, och en
lamplig placering kan darfér vara att placera dem bada i s = —6.
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6. Vilka av foljande pastaenden ar korrekta? Korta motiveringar krévs for poéng.
Endast svar ger 0 poing. (8 p)

a. Polerna for ett linjart dynamiskt system ar lika med egenvirdena for systemets
A-matris i kvadrat.

b. Om du vill minska det stationéra felet for ett reglerat system &r det lampligt
att infora en fasretarderande kompenseringslank.

2 , e
c. G(s) = % ar stabil for 0 < a < 5.

d. Nar regulatorn Gg(s) = S’Qi# styr processen Gp(s) = H% kan det slutna
systemet folja referensen r(t) = t, t > 0 utan nagot stationért fel. (Ledtrad:

Det slutna systemet &r asymptotiskt stabilt, detta behéver du inte visa.)

e. En fasretarderande kompenseringslaink med M = oo kan tolkas som en PI-
regulator

f. Genom framkoppling kan alla laststorningar alltid elimineras.

g. Vid kaskadreglering bor det yttre systemet vara dubbelt sa snabbt som det
inre.

h. Om man seriekopplar tva styrbara system sa kan resultatet (dvs produkten
G1(s)Ga(s)) bli ett icke styrbart system.

Solution

a. Falskt. Polerna for ett linjart dynamiskt system &r lika med egenvirdena for
systemets A-matris, inte dessa i kvadrat.

b. Sant. En fasretarderande kompenseringslénk héjer forstarkningen vid laga fre-
kvenser och minskar ddrmed det stationéira felet.

c. Falskt. En stabilitetssanalys visar att G(s) ar stabil for a > 4,5, inte for 0 <
a <5.

d. Sant. Det slutna systemet ar stabilt (kan verifieras genom att ta fram dess
overforingsfunktion) och eftersom det 6ppna systemet har tva integratorer kan
rampreferenser foljas utan stationéart fel.

e. Sant. Overféringsfunktionen gar att skriva som ¢ = K(1 + SLTZ) med K =

1,TZ' = 1/(1.

f. Falskt. Framkopplingsfiltret som skulle behévas for att eliminera storningen
ar ofta inte implementerbart. Om det till exempel finns en tidsférdréjning i
systemet skulle framkopplingsfiltret kunna behdva innehélla en prediktorterm
es! som inte dr implementerbar.

g. Falskt. Den inre reglerkretsen bor tviartom oftast vara snabbare dn den yttre.

h. Sant. Om det sker en forkortning av ett nollstélle och en pol kan styrbarhet
(eller observerbarhet) forloras.
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7.  Para ihop Nyquist-kurvorna for de 6ppna systemen G(s) i figur A— D med figu-
rerna [ — IV som visar utsignalerna f6r motsvarande slutna system, G(s)/(1+

G(s)), da insignalen ar ett steg med amplitud 1. Glém inte motivering. (4 p)
1 1
05 A 05 B
0 0
-05 -05
e -05 0 0.5 1 - -05 0 0.5 1
1 1
05 C 05 D
0 0
-05 -05
- -05 0 0.5 1 e -05 0 0.5 1

Figur 2 Nyquistdiagram A-D f6r de 6ppna systemen G(s). Nyquistkurvorna f6r C och D

utanfor figurerna fortsétter rakt nerat.

15

1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
0 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Figur 3 Stegsvar [-IV for de slutna systemen 1_%;()5).

Solution
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Tva av systemen har integralverkan (C,D) dessa ger stegsvar for det slutna
systemet som slutar pa nivan 1, dvs hor till IT och IV. Tva av systemet har
tidsfordrojning (B,D). Dessa hor till stegsvaren I och IV. Vi far alltsda A=III,
B=I, C=II, D=IV.
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8. Betrakta ett dppet system G(s) vars bodediagram aterges i figur 4. Designa
en kombinerad fasavancerande och fasretarderande kompenseringslank sa att
skéarfrekvensen blir w, = 30 rad/s, fasmarginalen blir ¢,, = 40 grader, och
statiska felet da referenssignalen &r ett enhetssteg blir noll. (8 p)

Bode Diagram
10’
‘\‘
\‘\
— 0 \\
2 10
c N
~
£ —
(@)
©
=10 S
AN
N
\\
102 N
0
1]
\\\
-45 <
\
—~ -90 ~
[ N
s T
g -135 S
-180
N
N
-225
-270
107" 10° 10" 10?
Frequency (rad/s)
Figur 4 Bode-diagram for systemet i uppgift 8.
Solution

Vi bérjar med den fasavancerande lanken Kjeqq(s) = KixN S‘rzg’v. Avldsning i
diagrammet visar att fasen vid den nya skérfrekvensen 30 rad/s ar —180 gra-
der fore kompensering. Eftersom vi vill ha 40 graders fasmarginal och eftersom
vi senare kommer ligga till ett lag-filter som sdnker fasen ytterligare 6 grader
(om vi anvinder tumregeln) sa vill vi hoja fasen med 46 grader. Ur diagram-
met i formelsamlingen avldser vi da N = 6.1. Formeln w, = b\/ﬁ ger nu
b = w./VN = 30//6.1 = 12. Vid skérfrekvensen behover vi dven hoja for-

starkningen med en faktor 10, vilket ger KV N = 10, dvs K}, = 10/v6.1 =~ 4.
Till sist ges lag-linken av (sitt M = 00) Kjag(s) = 2% med a = 0.1w, = 3.
Regulatorn ges alltsa av

s+12 s+4+3

3—1—74‘ s

K(S) = Klead(S)Klag(S) ~ 25

10



