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Poiangberidkning och betygssittning
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totalt 50 podng. Podngberdkningen finns markerad vid varje uppgift.

Betyg 3: ldgst 24 podng
4: lagst 34 poang
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Tilldtna hjalpmedel

Matematisk tabellsamling (TEFYMA eller motsvarande), institutionens formelsam-
ling i reglerteknik, samt icke férprogrammerade rdknare.

Tentamensresultat

Resultatet rapporteras via Ladok. Facit kommer vara tillgdngligt via Canvas. Tid
och plats for tentavisning meddelas via Canvas.
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1. Ett system ges av Y (s) = G(s)U(s) med

G(s) = -+ (1)

a. Berdkna systemets poler och nollstéllen och sétt ut dessa i ett singularitets-
diagram (3p)

b. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt ? (1p)

c. Bestam en differentialekvation pa formen (ange a och b koefficienterna)
i(t) + a1y (t) + aoy(t) = bra(t) + bou(t)

som beskriver systemet ovan for en allmén insignal u(t). (2 p)

d. Berdkna stegsvaret for systemet i ekvation (1), dvs ange tidssvaret y(t) da
insignalen ar ett enhetssteg, u(t) = 6(t). (2 p)

Solution

1 3 4s +1
G(S)_g+5—|—1 Cos(s+1)

Polerna ges av s = 0 och s = —1. Nollstélle finns i s = —1/4.

b. En enkel pol ligger pa imaginira axeln, den andra i 6ppna vinstra halvplanet.
Systemet ar dérfor stabilt men inte asymptotiskt stabilt.

c. Eftersom Y (s) = iﬁiiU(s) s& dr (s2 4+ 5)Y(s) = (4s + 1)U(s), dvs

(1) +y(t) = 4a(t) + u(t).
Koefficienterna ar alltsd ay = 1,a9 = 0,b; = 4,09 = 1.

d. Vart system &ar en summa av tva system. Systemet % har stegsvaret y(t) = t,

och har stegsvaret y(t) = 3(1 — e™!). Vi far dérfor pga linjiritet

3
s+1

y(t) =t+3(1—e").

2.  Givet differentialekvationen § + 2y = u
a. Vad blir y stationdrt da u &r ett enhetssteg? (2 p)

b. Aterkoppla systemet med en valfri regulator si att felet e = r — y forsvinner
i stationaritet, dvs e(t) — 0 da t — oo. Bevisa &ven att det stationdra felet
forsvinner. (4 p)

Solution
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a. Laplace transform av differentialekvationen ger

(s+2)Y =U
1
=G =
P (s) s+2
1 i . N .
Ett enhetssteg ges av U (s) = —. Slutvirdesteoremet (okej att anvinda da
s
systemet ar stabilt) ger da
1 1 1

Ay =Y (9) = s =

Det stationara felet blir alltsa 0.5. (Villket stdmmer med vad man far genom
att sitta g = 0, vilket ju ger 2y = u =1, dvs y = 0.5.)
b. For att eliminera ett stationédrt fel behéver en integrator finnas i regulatorn.

Det enklaste ér att anvinda Gg (s) = —. Overforingsfunktionen fér det slutna
5
systemet blir da
GrGp 1

Gt () = 1+ GrGp  s2+25+1

Det stationéra felet ges da av

1 s*+2s
1. = 1. = 1. - -
tlnéloe(t) sm(l]sE(s) s o

Slutviardesteoremet far anvindas eftersom systemet &r asymptotiskt stabilt:
karakteriska polynomet &r av andra ordningen med positiva koefficienter.

Manga alternativa losningar ar mojliga.

3. Para ihop overforingsfunktionerna med stegsvaren A-F i figur 1. Motiveringar

krévs. (6 p)
1 1 e 28
Gl(s)_(s—i—l)?” 2(8)_32—1—3—1—2’ G?’(s)_s—i—l
4 2—5 1
G4(S)_52+S+4, G5(5) 24925+ 2 G6(S)_S—1
Solution

e Man kdnner snabbt igen systemet med tidsférdréjning, vilket ger A=3
e Man ser ocksa att det finns ett enda instabilt system: vilket ger E=6

e Det finns bara ett system som har stationar forstarkning G(0) = 0.5, detta
ger D=2.

e Ett system har nollstédlle i hoger halvplan, detta ger ett stegsvar som gar
i fel riktning i borjan med y(0) < 0, detta ger C' = 5. (Begynnelsevirdes-
teoremet ger att §(0) = —1 om man vill veta exakt.)
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Figur 1 Stegsvar A-F

e (71 ar ett system med bara reella poler, inga nollstdllen. Detta ger ett
stegsvar utan Overslidng, som ju darfér maste svara mot B eftersom vi kan

utesluta de 6vriga.

o Kvar dr ett typiskt andra ordningens system G4. Réknar man ut dess
parametrar far man w = 2 och ¢ = 0.5, vilket stdmmer bra med F=4.

Svar: ABCDEF = 315264, alternativt 123456=BDAFCE

2025-03-24 12:13



Reglerteknik AK 2025-03-20

Betrakta systemet

T = —I —i—u2

.%"2:1'%—.%'24-1

Yy = x% + z2
. Finn alla stationira punkter (29, 29,u%) for systemet ovan, dir z{ och xJ ar
uttryckta som funktioner av insignalen u°. (2 p)
. Linjérisera systemet nir u® = 1. (4 p)

. Visa att det linjariserade systemet ar asymptotiskt stabilt oberoende av linja-
riseringspunkt. (2 p)

Solution

For att forenkla uttrycken infor vi fi(z1,x2,u), fa(z1,22,u) och g(z1, x2,u) sd
att systemet kan skrivas

1 = fi(x1, z2,u)

&9 = fo(x1, T2, u)

Yy = g(xl,xg,u)
. Vi finner de stationdra punkterna genom att séitta &1 = @9 = 0. Ekvatio-
nen fi(r1,xe,u)) = 0 ger dd 2§ = (u°)2. Sitter vi in detta i ekvationen

fa(z1,00,u)) = 0 far vi 0 = (29)2 — 29 + 1 vilket ger 29 = ()2 +1 = (u*)* + 1.
Sammantaget ges de stationdra punkterna av

(2, 28, u%) = ("), (W)t + 1,0°)

. For u® = 1 #r den stationira punkten (29, 23,u%) = (1,2,1).
Vi infér nya variabler Az = 21 — 29, Azy = x5 — 29, Au = u — u°, och

Ay =y —y°. Det linjiriserade systemet ges da av

(2] () s

Aig sz
A.%'l
Ay=C + DAu
A.%'Q
dar
of  Of
(BB (1 0y (10
Of»  0f2 0 229 -1 2 -1
Ox1  Ox2 x?,z9,
el
(%)), () ()
9
3% x(l),xg,uo 0 0
_ %) %) _ 0 —
C_(a_:zi a_;;]xo’x%uo_(z%'l 1]—[2 1]
D g @ frg
Ou z9,29,u0
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c. Fran uppgift (b) har vi
-1 0
A= 0
A-matrisens egenviirden dr {—1, —1} oberoende av virdet pa z9, det vill si-

ga alla egenvirden ligger i vianster halvplan och det linjariserade systemet &r
asymptotiskt stabilt.

5. Ett reglersystem har dynamiken Gy(s). Bodediagrammet for Go(s) visas i fi-
gur 3. Reglerystemets nuvarande snabbhet ar otillracklig. Designa en kompen-
seringslank G (s) som dubblar processens snabbhet utan att fasmarginalen
andras. (6 p)

Bode Diagram

10"

107 =

Magnitude (abs)

1072 S

1073

-45 ~<

-90

-135

Phase (deg)

-180 <

-225 N~

-270
107" 10° 10’
Frequency (rad/s)

Figur 2 Bodediagram for systemet i uppgift 5

Solution
Eftersom skérfrevensen ska 6kas med bibehéllen fasmarginal s& behdver en

fasavancerande lank anvandas

s+b
s+bN’

GK(S) = KKN

Avlasning i Bodediagrammet ger att skérfrekvensen fér det okomponserade
systemet dr w. = 2rad/s och att fasmarginalen ar ¢,, = 45°.

Att snabbheten ska okas en faktor 2 innebar att skarfrevensen behover for-
dubblas, dvs wi¥ = 4rad/s. Fasen for det okompenserade systemet vid wp &r
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~ —190°. For att bibehalla fasmarginalen maste den fasavancerande ldnken
ge en fasdkning vid w2 pa —135° — (—190°) = 55°. Med hjilp av grafen i
formelsamlingen inses att NV = 10 ar ett lampligt val.

Att kompenseringslankens maximala fasokning ska vara vid w}¥ ger att b =
w/v/N =4/v/10~ 1.3.

For att det kompenserade systemet ska fa en skérfrekvens vid w¥ maéste
|Gk (iwe”)Gp(iwe)| = 1.

Lénkens forstiarkning vid frekvensen med maximal fasokning ar Kx v/ N, avlis-
ning i Bodediagrammet ger att |Gp(iw2)| = 0.25, salunda fas

K _ 1.3

K = ~ 1.3.
0.25v/'N

Sammanfattningsvis sa ska kompenseringsldnken véljas till

s+1.3
s+13°

GK(S) =13

Systemet, med och utan kompenseringslank, visas i figuren nedan.

Bode Diagram

10°

_
(=)
o

Magnitude (abs)
=)

1072 =

/

-45 ~—]

/

-135

Phase (deg)

-180 S ~~
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-270
1071 10° 10°
Frequency (rad/s)

Figur 3 Bodediagram for systemen i uppgift 5, 16sningen ger réd kurva.
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Blockschemat for ett reglersystem visas nedan. For att bedéma ett system réac-
ker det oftast inte med att bara titta pa overforingsfunktionen G, = %

fran referensvéirde till utsignal, dvs fran r — y, utan det finns fler intressanta

overforingsfunktioner att ta hdnsyn till.

d n

Gp(S)

. Gn(s)

a. Ta fram motsvarande uttryck fér de tre 6verféringsfunktionerna
i) Gyq, dvs fran d — v,

ii) Gyn, dvs fran n — y,

iii) Gy, dvs fran r — wu. (3 p)

b. Antag nu att processen ges av
1

Gp(s) = ——F——=<

PO = o6+

— K(1 4 1/(sT})). Vilka villkor

och ska regleras med en Pl-regulator Gg(s)
géller for K och T; for att samtliga fyra overféringsfunktioner, som ndmnts
3 p)

ovan ska vara stabila (dvs Gyr, Gyd, Gyn och Gur) ?

. Utsignalen y da referensvirdet r &r ett steg visas i figur 4 for tva olika para-
meteruppsattningar pa regulatorn. Vilken av dessa tva parameterinstallningar
skulle du féredra om du maste vélja? Motivera svaret noga. (2 p)

Step Response

3.5

25F \

Amplitude

1.5F | \

051

I
0 . .
5 10 15 20 25

Time (seconds)

Figur 4 Stegsvar pa referensviardesindring. Den streckade linjen visar fallet da regula-
torparameterarna dr K = 3, T; = 9 den heldragna linjen visar fallet da K =1, T; = —1.
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Solution
a.
_ _GpGpg _ _ G
Gyr = Exepept Gya = T7GrCn
— 1 _ GRr
Gyn - 1+4GpGRr>’ GUT‘ — 1+GpGpRr*
b. En Pl-regulator har éverféringsfunktionen
G =K(l+ —=)=K—————.
r(s) = K+ Z7) .

Kretsoverforingsfunktionen blir

Go(s) = Gp(s)GRr(s) = g(j_;liz;; - gg

polerna for det slutna systemet ges i samtliga fall av det karakteristiska poly-
nomet

P(s)+Q(s) = s>+ s° + (K — 2)s + K/T;

Detta ger stabilitetsvillkoren (se formelsamling fér 3e ordningens polynom)

K > 2
K > 2
K/T;, > 0 = .
T, > K/(K-2)
(K-2) > K/T

c. Regulatorn med K = 1, T; = —1 (bla kurva) ser mycket béttre ut om man
endast tittar pa detta stegsvaret. Parametrarna uppfyller dock inte stabilitets-
kraven fran uppgift b) !

Anledningen till att stegsvaret fran referensvérde ser sa bra ut &r att det sker en

pol-nollstéallesforkortning av den instabila processpolen: PI regulatorn har med

dessa parametrar 6verforingsfunktionen Gg(s) = %1, sa polenis = 1 forkortas
-1

(3718)(er1)2

laststorningen d sa syns det att man har ett instabilt system: Gy =

i utrdkningen av Gy, = . Om man i stéillet rdknar ut svaret fran

S
(s—1)(s+1)2"
Detta illustrerar det som ségs i problemtexten, att det inte ricker med att bara

titta pa overforingsfunktionen Gy, for att bedéma ett reglersystem.

Svar: Det ldmpligaste valet av regulatorparametrar dr det som ger upphov till
det streckade stegsvaret i figuren. Detta val uppfyller atminstone grundkravet
att vi har ett stabilt system, &ven om prestandan i detta fallet kanske ldmnar
mer att onska.

7. Ett system Gp(s) = 22 styrs med en Plregulator U(s) = K(1 + SLTZ)E(S)
med K = 4, T; = 1 implementerad i en dator. Figur 5 visar resultat efter
en stegdndring i referensvirdet. Systemet uppfor sig inte som férvintat och
uppvisar en stor Gverslang.

For att att felsoka har delresultat vid berdkningen av PI regulatorns styrsignal
sparats och i den nedre bilden visas dess komponenter tillsammans med den
verkliga uppmétta styrsignalen.

a. Forklara vad de fyra olika signalerna A, B, C, D visar. (4 p)
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Figur 5 Stegsvar for systemet i uppgift 7

b. Vad kallas fenomenet som orsakar problemet med &verslingen? (2 p)
c. Vad kallas metoden for att 16sa problemet? Beskriv metoden. (2 p)
Solution

a. En PI regulator bestar av en P-del och en I-del som summeras.

e P-delen, up = 4(r — y), stdmmer med D (gron kurva)
e I-delen, uy =4 [(r — y)dt, stdmmer med C (streckad bla kurva)

e Summan av dessa u = up + uy ger kurva B (svart prickad)

Vi ser dock att systemet de forsta tre sekunderna har en utsignal som vixer
med derivata = 0.5. Detta indikerar att vart system G)p(s) = 0?5, som ju svarar
mot

y = 0.5u,

far en verklig insignal u = 1, vilket inte stammer med u(t) i kurva B. Vi forstar
darfor att den verkliga uppmétta styrsignalen ar kurva A (réd), och att det
har uppstatt en méittning som har begrinsat styrsignalen till 1.

Detta &r precis samma typ av situation som uppstod pa laboration 2 och som
diskuteras i implementeringsforeldsningen.

b. Styrsignalméttning har resulterat i integrator-windup

c. Antiwindup. En enkel antiwindup metod &r att inte uppdatera I-delen om den
utrdknade styrsignalen mattar.
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