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1. En process kan beskrivas med foljande differentialekvation:
. . 1.
29+ 6y +4y = §u+u

a. Bestdm processens overforingsfunktion Gp(s). (2 p)

b. Bestim systemets poler och nollstillen. Ar systemet asymptotiskt stabilt?
(3 p)

c. Vilket eller vilka av foljande system pa tillstandsform beskriver processen?
Motivera ditt svar.

(A): ¢=-3x+4+u
y = 0.25z,

(B) le_?’ ]!
1 0 0
y=1[0.25 0.5]z,
1 -3 -2
C): 2=]11 0 0 |z+|0|u
0 1 0 0

y=1[025 05 0]z,

(2 p)
Tips! Den styrbara alt. observerbara kanoniska formen i formelsamlingen kan
vara till hjdlp!

Solution

a. Laplacetransform ger

252Y + 65Y +4Y = 1/2sU + U
1/2s 41
Y(s) = ——=—
(5) 252 + 65+ 4 Uls)
N—————

Gp(s)

Gp(s) = 125 F05 _ 0.25(s+2)  0.25
P T @24 35+2 (s+2)(s+1) s+1

Férkortningen till ett forsta ordningens system behdovdes inte for att fa full
poang.



b. Poler i s1 = —1 s5 = —2. Nollstélle i -2. Systemet &r asymptotiskt stabilt
eftersom polerna ligger i vaster halvplan.

Har har vi dock en pol-nollstéllesférkortning. Det aterstar da bara en pol i -1.
Fortfarande ar systemet asymptotiskt stabilt. Detta behdver inte inses for full
poang.

c. Svar: B. Alla system ar pa styrbar kanonisk form. A mosvarar 6verforings-
funktionen G 4(s) = %, vilket ej stdmmer med vart system. B motsvarar dock
var overforingsfunktion. C ar av tredje ordningen och kan uteslutas (forutsatt

0.2552+0.5s

att det dr en minimal realisation). Vi kan kontrollera att Go(s) = F5555,

vilket inte motsvarar vart G(s).

2.  Virmevixlare finns i manga industriella processer. En schematisk bild av en
varmevéaxlare finns i figur 1. Hér ska temperaturen 7’1 pa en processvitska
hallas pa en konstant, hog temperatur. Detta astadkommer man genom att
skicka in processvéitskan i en virmevixlare. P4 andra sidan av virmevéixlaren
fors varm anga in i ett lampligt flode for att varma upp processvitskan lagom
mycket: ett storre flode ger mer virme och vice versa. Flodet av anga bestdms
av en ventil. Processen behover regleras eftersom temperaturen pa processvéts-
kan, innan den fors in i virmevéaxlaren, kan variera kraftigt. (Vi antar diremot
i detta fall att d&ngan &r vélreglerad och héller konstant tryck och temperatur.)
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Figur 1: Tllustration av en enkel virmevixlare. Het anga, vars fléde bestdms av
ventilen, fors in till vinster, medan processviatskan som har varierande temperatur
T2 f6rs in till hoger. Bild: The controlblog.com, Shady Yehia

a. Betrakta regleringen av virmevéxlaren, sasom det &r beskrivet ovan, som ett
regulatorproblem och foresla vad som &r
i. métsignal (utsignal) y
ii. styrsignal (insignal) u
iii. laststorning [
Motivera ditt svar. (2 p)
b. Man diskuterar om det ar bést att anvinda framkoppling (fran laststorning)
eller aterkoppling (fran métsignalen) for denna process.
i. Forklara kortfattat hur bada fungerar med utgangspunkt i denna process.
ii. Rita motsvarande blockdiagram

iii. Svara pa fragan om det &r mdojligt att kombinera fram- och aterkoppling.
(3 p)



Solution

ii.

—

i

ii.

iii.

i.

i. y ar det vi vill styra, dvs temperaturen T1 pa processvéitskan

u ar det vi styr med hjdlp av, dvs flodet av het anga, alt. ventillaget

[ r stérningar som vi behéver reglera bort, dvs variationer i processvéts-
kans temperatur.

i. Aterkoppling: Mita T1 och reglera angventilen direfter: mer fléde om T1

ar for lag, mindre om den ar for hog.

Framkoppling: Mét temperaturen T2 pa processvitskan innan den skickas
in i virmevixlaren. Oka flodet om temperaturen &r 14g, minska om den
ar hog.

Se blockdiagram aterkopphng vanster, framkoppling hoger):

— T2
77 L
4& l %‘\7 w 4 g7
V?.ﬂmm/qu, ( ‘ 4‘?‘: ' P
fgﬂ/w V»‘?“Wixf%

Ja, det ar mojligt, och i detta fall rekommenderat, att kombinera fram-
och aterkoppling. Exempel pa blockdiagram finns nedan.
It

Cels)

Gg(s) ® H2 Gg(s)

Figur 2 visar fyra stycken stegsvar, det vill sdga systemets svar pa ett enhetssteg

i insignalen. Motsvarande singularitetsdiagram for systemen visas i figur 3. Para
ihop réatt stegsvar A-D med ratt singularitetsdiagram I-1V.
Ta dven fram &verforingsfunktionerna for alla system.

Motivera noga. (Aven om ett stegsvar blir “6ver” behiver dess ihopparning
motiveras for full poding!) (6 p)
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Figur 2: Stegsvar for uppgift 3
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Figur 3: Singularitetsdiagram fér uppgift 3. Poler d&r markerade med kryss 'x’ och
nollstéllen med ringar ’o’.

Solution

A -> III. Forsta ordningens system med tidskonstant ~ 0.33, dvs pol i -3. Att
den statiska forstarkningen &r -1 spelar ingen roll.
B -> 1. Forsta ordningens system med tidskonstant 1, dvs pol i -1. Statisk



forstarkning 1.3.

C -> IV. Andra ordningens system med reella poler, ty ingen 6versling. Statisk
forstarkning 1.

D -> II. Andra ordningens system med komplexa poler, ty svingigt. Statisk
forstarkning 1.

A->TIL G(s) = 5%
B->1G(s)= 12
C-> VL G(s) = m
D> IL G(s) = 785

Notera att parametrarna i téljaren hos 6verféringsfunktionerna fas fran den
statiska forstdrkningen.

Ggr Gp

Figur 4: Aterkopplat system i uppgift 4

4. Ett system med 6verforingsfunktion

aterkopplas med en Pl-regulator

1
G =K ({1+—].
Rr(s) ( + T S)
enligt blockdiagrammet i figur 4.

I denna uppgift kommer vi framst att analysera det slutna systemets Gverfo-
ringsfunktion.!

a. Lat T; = 1. For vilka varden pa K > 0 ar det slutna systemet asymptotiskt
stabilt? (2 p)

b. Vailj parametrarna K och T; sa det slutna systemets karaktéristiska polynom
blir s + 9s + 27. (3p)

c. Bestdm om vart och ett av foljande pastaenden &r sant eller falskt, motivera
noga:

!Tips! Kommande rikningar underlittas om du redan fran bérjan skriver det slutna systemets

overforingsfunktion pa standardformen G(s) = ?%.



i. Om T; halveras jamfort med svaret i b minskar systemets relativa damp-
ning ¢ och stegsvaret blir mer oscillativt.

ii. Om 7; halveras jamfort med svaret i b okar det stationédra felet vid ett
steg i referensen 7. (3p)

d. Vad for typ av regulator erhalles om T; = co? (1p)

Solution
Slutna systemet ges av

K(1+ sT}) _ K(s+q)
sTi(s +7) + K(1+sT;) 52+s(7+K)+%'

Ger(s) =

a. Om T; = 1 blir nimnarpolynomet s?+s(7+K)+K = s*+a1s+as. Dess rotter,
dvs, systemets poler, ligger i vinster halvplan om och endast om aq,as > 0
(se formelsamling!). Alltsa krdvs K > 0 for att systemet ska vara asymptotiskt
stabilt. Svaret &dr alltsa alla K > 0.

b. Identifiera
sP+s(T+K)+ 4 =5 +9s+27

_ 2
ger K=2,T, = 5.

c. i. Parametrisera nimnarpolynomet som s? + 2¢ws + w?, vilket ger w = TIf_
7

_T+K _ T+K [T e , ; 1

och ( = Y = 5 7%, sa om T; halveras minskar ¢ med en faktor 75

Du kan dven berdkna polerna och jdmféra imagindrdelarna, som blir myc-
ket storre om Tj;, integraltiden, halveras.

Svar: SANT. Léagre relativ ddmpning, storre imaginardel, ger mer oscil-
lativt /svéngigt stegsvar.

ii. Vi vet att en Pl-regulator eliminerar stationéra fel, oavsett (dndlig) inte-
graltid T;. Detta kan vi testa genom att analysera

. . . K(s+ 1) 1
A y(t) = limysGor(s)R(s) = limy s 5= ST+K)+ K" s

=1,

Lo =l

dvs, det stationéra felet &r noll. Slutviardessatsen gar att anvéinda eftersom
det slutna systemet ar asymptotiskt stabilt for alla K,T; > 0.

Svar: FALSKT. Det stationéra felet &r noll fér bada virden pa T;.

d. Om T; = oo aterfas en P-regulator. Da aterfas dven ett stationért fel.



5. Betrakta ett system Gp(s) vars Bodediagram ar givet i figur 5. Systemet har
inga poler i hoger halvplan.

a. Bestdm om vart och ett av pastaendena nedan ar sant eller falskt. Motivera
dina svar val.

i. Systemet har en fasmarginal pa minst 50°.

ii. Om systemet aterkopplas med en P-regulator med foérstarkning 0.1 blir
det slutna systemet instabilt.

iii. Systemet har (exakt) tva poler och ett nollstélle. (3 p)

b. Vilater Y(s) = Gp(s)U(s) och skickar in den lagfrekventa signalen u(¢) = 0.5 sin(0.04¢).
Bestam utsignalen y(t) efter att transienten klingat ut. (3 p)

Kom ihag att kontrollera att de samband du eventuellt anvinder dr tillimpliga.
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Figur 5: Bodediagram for uppgift 5 a och b.

Solution

a. i. Falskt. Fran Bodediagramet avléser vi skirfrekvensen w. = 0.3 och frén
denna bestdmmer vi systemets fasmarginal ur diagrammet som

Om = 30° < 50°.



ii. Falskt. P-regulatorn multiplicerar dédrmed systemets ¢verféringsfunktion
med 0.1, vilket flyttar Bodediagrammets forstarkningsplot nedét med for-
andrar inte fasplotten. Vi avldser att systemets forstarkning blir d& 1 samt
att fasen vid sma frekvenser ar 0°, alltsa ligger punkten —1 till vinster
om Nyquistkurvan d& denna genomléper w € [0, 00). Da systemet inte har
nagra poler i hoger halvplan kan vi anvinda Nyquistkriteriet, och ddrmed
ar det slutna systemet inte instabilt.

iii. Falskt. Detta kan ses om vi analysererar systemets fas for stora virden
pé w. Vi har att antingen ligger nollstéllet i vanster eller héger halvplan,
vilket ger assymptoterna

lim argG(iw) =

Ww—00

-90° om nollstéllet ligger i vanster halvplan,
—270° om nollstéllet ligger i hoger halvplan .

I vilket fall stimmer detta inte dverens med fasen —360° som avlédses fran
Bodediagrammet.

b. Vi bestammer forst frekvenssvaret, efter att transienterna har dott ut, med
frekvens w = 0.04:

|G(0.041)] sin (0.04¢ 4 argG(0.047)) ~ 10sin (0.04¢t — 7 /4),

dér fasen och beloppet avlises i diagrammet. Efter att transienterna har dott
ut far vi ddrmed utsignalen

y(t) = 0.5 - 10sin (0.04¢ — 7/4)
= 5sin (0.04t — 7 /4) .

Beloppet ar nagot mindre dn 10, snarare 9, vid frekvensen w = 0.04 men for
enkelhets skull har vi skrivit 10.



al
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Figur 6: Véanster: Inverterad pendel pa vagn for uppguft 6 a-b. Hoger: Tva inver-
terade pendlar péd en vagn, for uppgift 6 c-d.

6. Detta problem kommer att handla om system med inverterade pendlar.

a. En inverterad pendel som i figur 6 till vinster halls upprétt genom att vagnen
fors fram och tillbaka i sidled. Dynamiken ges av:

Zcosp + Pl = gsin p,

dar ¢ &r vinkelavvikelsen, [ pendelns ldngd till tyngdpunkten och g tyngdac-
celerationen. Vagnens acceleration, som &r var styrsignal, ges av u = 2.

Linjérisera systemet runt den stationdra punkten dir ¢ = 0. Du kan sétta
[ =1 och g = 10. Skriv svaret pa formen & = Ax + Bu. (3p)

b. Ar det linjiriserade systemet i a asymptotiskt stabilt? Motivera kort. (1 p)

c. Vi har nu istéllet en vagn med tva inverterade pendlar som i figur 6 till hoger.
Den linjériserade dynamiken ges av

T 0O 1 0 O T 0
d |z 10 0 0 0f | ~10
T las| 0 0 0 1]las| T 0"
T4 0 0 L 0] |z — 10

dér z; ar den vanstra pendelns vinkelavvikelse och z3 dr den hoégra pendelns

vinkelavvikelse.
For vilka virden pa o dr systemet styrbart? 2 (3p)
d. Tolka svaret i c. (2 p)

0 1 0 O 10 0 0 0O
5 10 0 0 O 5 0 10 0 O
Du kan ha nytta av dessa samband: A = , A® = 10 ,
0 0 0 1 0o 0 4 O
0 0 ¥ o0 0o 0o o
0O 10 0 O
100 0 0 O

A% =
o 0 o ¥
0 0 ¥ o
Om det underldttar kan du dven vélja att bortse fran minustecknen i B-matrisen da detta inte
dndrar svaret utan bara byter riktning pa styrsignalen.

10



Solution

a. Vilj tillstdnden z1 = ¢, x9 = ¢ och styrsignalen u = Z. Detta &r en standard-
uppgift sa l6sningen inkluderas inte.

T 0 1| |x 0
Svar: = + u.
i,‘g 10 0 ) —1

b. Nej, det ar instabilt, vilket &r intuitivt eftersom det &r en inverterad pendel.
Vi kan &ven verifiera att den karakteristiska ekvationen blir det(s] — A) =

-1
det <l 510 ]) = 52 — 10 = 0. Karakteristiska polynomet uppfyller ej
— s

kraven pé att alla poler &r i vénster halvplan — vi ser att polerna ligger i

+/10.

c. Styrbarhetsmatrisen ges av S = [B AB A%2B A3B]. Hir blir det lite rikningar,
som leder fram till:

0 -10 0 —100
-10 0 —-100 0

S=1o9 _10 o 1o
@ a?
10 100
~w 0 % 0

Vi ser omedelbart att kolonn 3 blir linjart beroende av kolonn 1 om och endast
om « = 1 (eller -1, men negativa langder pa staven &r ej relevanta). Detsamma
géaller for kolonn 4 och kolonn 2.

Svar: Systemet ar styrbart for alla e # 1 (a > 0).

d. Sa lange pendlarna har olika ldngd har de négot olika dynamik, vilket gor att
man med hjalp av vagnens acceleration kan styra dem till vilka vinklar som
helst (i teorin). Ar de lika langa s& gar de ej att skilja ut fran varann: de #r
identiska och deras rorelser f6ljs at. Startar de bada i origo kommer vi bara
kunna styra dem till samma vinkel. Definitionen pa styrbarhet i kompendiet
avsnitt 8.2 ar alltsd inte uppfyllt.

11



7. Betrakta processen Gp vars Bodediagram visas i Figur 7.
a. Nisse forsoker aterkoppla processen med en fasretarderande ldnk

s+ 0.1

Cr(s)= 005

men upptacker da att systemet blir instabilt. Forklara varfor detta sker! (2 p)
b. Bestam istéllet en fasavancerande lank

s+b

=KgN
GR(S) K S—i-bN’

N>1

sadan att kretsoverféringsfunktionens fasmarginal blir 25° samtidigt som dess
skarfrekvens blir 2 rad/s. (4 p)

c. Nisse forsoker nu &ven infora den fasretarderande ldnken fran deluppgift a.
Motivera varfor kretsoverforingsfunktionen Go = G GrGp nu ger upphov till
ett stabilt slutet system. (2 p)

(Du behéver inte ha lost deluppgift b. for att kunna losa denna deluppgift.)

Solution

a. Fran Bodediagrammet avliser vi skérfrekvensen w. = 1 och fasmarginalen
m = 0. Vid fasretarderande kompensering far processen en negativ fasvrid-
ning som minskar fasmarginalen. Eftersom fasmarginalen redan ar 0 blir fas-
marginalen negativ och det slutna systemet blir instabilt.

b. Formelsamlingen ger sambandet mellan parametern N och den 6nskade fasok-
ningen Ay, ~ 25° + 25° = 50°, vilket ger N = 7.5 (obs att denna fasdkning
avlases vid 2 rad/s vilket 4r den nya 6nskade skarfrekvensen).

Vi berdknar parametern b genom sambandet

We 2
= — =~ 0.73.
vN V7.5

Vi bestdmmer sedan Kg sa att w. = 2 verkligen blir skérfrekvensen. I Bode-
diagrammet ser vi att |G(27)| ~ 0.2 och dédrmed far vi att

b=

1
Kg=—— ~183.
\G(Qz)\\/ﬁ

Slutligen far vi den fasavancerade lanken

s+ 0.73

Gr =13.7- .
K s+55

1 tentan som anvdndes vid skrivtillfdllet stod att fastmarginalen skulle vara 30°,
vilket rdttades till 25° muntligen. Anvdndes 30° som specifikation blir N = 11.

12
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Figur 7: Bodediagram for éverféringsfunktionen Gp i uppgift 7

c. Vi avlaser fran den fasretarderande ldnken att den kan skrivas pd formen

s+a

Cx(s) = e/t

med brytfrekvensen a = 0.1 och forstarkningen M = 2. Eftersom skérfrekven-
sen fran deluppgift a. var w, = 1 foljer detta tumregeln

a=0.1w.
vilket garanterar att fasmarginalen minskar med hogst 6°. Detta gjorde det

slutna systemet instabilt i deluppgift a., men efter den fasavarancerade lanken
har 6kat fasmarginalen med 25° uppstar inte detta problemet ldngre.

13



