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Figur 1 Massa som paverkas av en extern kraft och som &r kopplad till en vigg med en
fjider och en ddmpare

1. En massa som ar kopplad till en vigg genom en fjadder och en ddmpare visas i
figur 1. En extern kraft F' kan appliceras pa massan. Fran Newtons andra lag
fas foljande differentialekvation for massans rorelse.

mi + dz + kx = F,
dér systemet startar fran vila d& = = 0. Vi kallar k foér fjdderkonstant och d

for dimpningskonstant.

a. For m = 1 [kg], ta fram overforingsfunktionen fran insignalen F' = u till
positionen x = y. (1p)

b. For vilka virden pé fjaderkonstanten & > 0 och ddmpningskonstanten d > 0
ar systemet asymptotiskt stabilt? (1at fortsatt m = 1) (1p)

c. For vilka virden pa fjaderkonstanten k£ > 0 och ddmpningskonstanten d > 0
ar systemet marginellt stabilt? (1at fortsatt m = 1) (1p)

d. Skriv systemet pa styrbar kanonsisk tillstandsform. (lat fortsatt m =1) (1 p)

Solution

a. Lapalcetransformering med m = 1 [kg] av differentialekvationen ger:

1

$°X (s)+dsX (s)+kX (s) = (s>+ds+k) X (s) = U(s) < X(s) = L1 dstk

U(s),

dér X (s) ar laplacetransformen av positionen z(t) och U(s) &r laplacetransfor-
men av insignalen.

Dérmed fas 6verforingsfunktionen fran insignal till utsignal position av

1
&)= T

b. For asymptotisk stabilitet maste samtliga kontanter vara positiva i ndmnar-
polynomet av G(s). Darmed fars asymptotisk stabilitet om d > 0 och & > 0
samtidigt.

c. Marginell stabilitet far om en av d eller £ dr 0 samtidigt som den andra &r
positiv. Detta kan ses i polerna som ges av:



Marginell stabilitet fas om en eller flera poler ligger pd imagindra axeln och
om de inte 4r dubbelpoler pa imaginira axeln. Ifall kK = 0 och d > 0 hamnar
polerna i -d och 0. Om k > 0 och d = 0 hamnar polerna i +ivk. Ifall bade k
och d ar 0 hamnar bada polerna i origo och systemet &r instabilt.

. Identifiering av kontanterna péa sidan 4 i formelsamlingen ger:

a1=d, a2=k, b1=0, b2=1

Déarmed fas systemet pa styrbar kanonisk form som

zZ= —d —k z+ ! U
10 0

y= [O 1] z.
P4 tentan stod det inte explicit att man skulle ldta m = 1 &ven i uppgift d.
Under tentan fortydligades det att man skulle l1ata m = 1. Ifall man inte gjorde
det fick man en nagot svarare dverforingsfunktion att ta fram matriser ur. Bada
svaren gav poang. Med godtyckligt m ges 6verforingsfunktionen av
B 1 B 1/m
) - d k’

ms? +ds+k 2+ 2540

G(s)
och da fas den styrbara kanoniska formen pa

. |—d/m —k/m 1
[ )

y= [O 1/m] z.

Ombord pa rymdfarkoster finns hundratals reglersystem. Nagra av dem har till
syfte att reglera farkostens attityd, d.v.s. dess riktning eller vinkel (i férhallande
till en inertialram). Avvikelser i attityden &r oonskade och kan ha flera orsaker,
sdsom paverkan fran yttre krafter, rorelser i last eller bréansle, eller motorernas
arbete.

Forenklat kan vi beskriva en sorts attitydregleringssystem pa detta sétt: av-
vikelser i attityden méats med gyroskop. For att motverka dem och rata upp
farkosten anvands styrraketer (eng. ’thrusters’). Se &ven illustrationen i figur 2.

. Betrakta attitydregleringssystemet, sdsom det &r beskrivet ovan, som ett regu-
latorproblem och féresla vad som &r

i. matsignal (alt. utsignal) y
ii. styrsignal (alt. insignal) u
iii. storsignal [

Motivera ditt svar. (1p)



vinkel- /
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: referensattityd

Figur 2 Illustration av ett attitydregleringssystem.

b. En glad LTH-student har fatt praktik pA NASA och far jobba med att simulera
attitydregleringssystemet ovan. Hen tycker det verkar ha dalig prestanda och
anvander sina reglerteknikkunskaper for att forbattra (7) det. Simuleringar av
det gamla och nya systemet syns i figur 3.

Tycker du att studenten designat en béttre eller simre regulator for rymdfar-
kosten? Resonera med hanvisning till den aktuella tillimpningen. (1p)

2-8 meningar bor ricka.
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Figur 3 Simulering av det férenklade attitydregleringsystemet da raketen utsétts for en
plotslig yttre kraft. Till vinster: vinkelutslag/attitydavvikelse, till héger: motsvarande styr-
signal. Enheterna ar godtyckliga.

Solution

a. i yar det vi vill styra, dvs attityden/vinkeln i forhillande till referensramen;
vinkelavvikelsen.



ii. u ar det vi styr med hjilp av, dvs padraget i styrraketerna.

iii. I &r storningar som vi behdver reglera bort, dvs yttre krafter, rorelser i
last eller bransle, eller motorernas arbete som far raketen att avvika fran
onskad attityd.

b. Fordelen med den nya regulatorn ar att den ar snabbare: stérningen elimineras
och raketen ratas upp ungefar dubbelt sa fort. MEN, det ar pa bekostnad av en
storre absolut vinkelavvikelse under transienten (2,5 enheter istéllet fér 0,75
enheter). Detta kan vara inom toleransomrédet for raketen, men kan ocksa
vara en for stor vinkelavvikelse. Vidare &r rorelsen betydligt héftigare med den
nya regulatorn, Den gamla som ger ett mjukare svar, ar troligen mer angenam
fér eventuella passagerare.

TentakonstruktOren anser att dock att det bdsta argumentet fér att hivda att
den gamla regulatorn ar battre fis genom att betrakta styrsignalen. Eftersom
raketbransle ar oerhort dyrt ar det valdigt onédigt att som med den nya regu-
latorn forst ha ett stort utslag at ena hallet, och sedan ett stort utslag at andra
hallet. Det forsiktigare svaret fran den gamla regulatorn torde vara brénslebe-
sparande.

3. Betrakta ett system vars Nyquistdiagram ar givet i figur 4. Systemet har inga
poler eller nollstéllen i hdger halvplan. Bestdm om vart och ett av pastdendena
nedan &r sant eller falskt. Motivera dina svar. Varje ratt svar med korrekt
motivation ger 0.5 p

i. Systemets amplitudmarginal &r 0.5.
ii. Systemets dodtidsmarginal ar c:a 0.75 sekunder

iii. Om systemet aterkopplas med en P-regulator med K = 1.5 blir det slutna
systemet asymptotiskt stabilt.

iv. Om systemet aterkopplas med en P-regulator med K = 1.5 forbéattras
dodtidsmarginalen (det vill siga, systemet klarar av en lingre dodtid
utan att bli instabilt).

v. Om signalen u(t) = sin(2t) skickas in i systemet fas efter lang tid utsig-
nalen y(t) = 3sin(2t — 1).

(25 D)
Tips: 1 rad =~ 57.2°.

Solution

i. Falskt. Nyquistkurvan skir negativa rella axeln i punkten —0.54-0z, Gver-
foringsfunktionen kan foérstdrkas en faktor tva utan att bryta Nyquistkri-
teriet, s& amplitudmarginalen &r 2. Alternativt direkt fran definitionen
fas A = 1/|Go(iwo)| = 1/|Go(2.87)] = 1/0.5 = 2.

ii. Falskt. Dodtidsmarginalen ges direkt av L., = ¢, /w.. Fran Nyquistdia-
grammet 4r w, = 2 rad/s och ¢, ~ 0.5 rad (ungefar 30°). Det ger en
dédtidsmarginal pa 0,25 s, en faktor 3 mindre &n pastaendet.

iii. Sant. Om systemet aterkopplas med en forstarkning pa 1,5 sa forstoras
Nyquistkurvan en faktor 1,5 ut frén origo. Punkten —1 skulle fortfarande
befinna sig till vinster om Nyquistkurvan d& w gar fran 0 till oo, eftersom
kurvan da korsar reella axeln vid —0,75. Enligt Nyquistkriteriet sé blir
slutna systemet asymptotiskt stabilt.



Re

Figur 4 Nyquistdiagram for uppgift 3. I figuren dr Nyquistkurvans skdrningspunkt med
enhetscirkeln och den reella axeln markerade, tillsammans med motsvarande frekvenser w

[rad/s].

iv. Falskt. Forstarkningen fran P-regulatorn paverkar w. och ¢,,. Lt A,

vara amplitudmarginalen fér systemet utan P-regulator. Notera att givna
forstarkningen 1,5 < A,y,.

o Fasmarginalen ¢, minskar, punkten dir Nyquistkurvan skér en-
hetscirkeln roterar i negativ riktning och nar punkten —1 nér for-
starkningen ar A,,.

o Skarfrekvensen w,. 6kar fran 2 rad/s, da forstarkningen ar 1, till 2,8
rad/s, d& forstarkningen ar A,,.

Dodtidsmarginalen ges av L, = ¢;,/w. och kommer minska eftersom
tdljaren minskar medan ndmnaren 6kar.

Falskt. Insignalen &r en harmonisk signal med vinkelfrekvens 2 rad/s,
sd efter att transienten férsvunnit &r utsignalen y(t) = |G(27)|sin(2¢t +
arg G(2i)). Det gar direkt att utlasa forstarkningen |G(2:)| = 1 vid 2 rad/s
som rakar vara skarfrekvensen. Pastaendet pastar att forstarkningen ska
vara 3 vilket inte stdmmer.



4. Ett linjart system som motsvarar en likstrémsmotor kan beskrivas med f6ljande
tillstdndsbeskrivning;:
. 0 1 0

y = [1 0] z.
a. Ar systemet styrbart respektive observerbart? (1p)

b. Designa en tillstandsaterkoppling u = k,r — Kx som placerar polerna i —3 = 3i.
Se samtidigt till att métsignalen y Gverrensstdmmer med referenssignalen r
stationart. (2 p)

Anta nu att vi enbart har tillgang till métsignalen y. Utifrdn den behéver vi
rekonstruera/skatta tillstdnden f6r att kunna anvinda aterkopplingen i b.

c. Designa en observerare/ett Kalmanfilter som skattar tillstdnden. Valj en pol-
placering sa att tillstdndsskattningen kan férvéntas bli dubbelt s& snabb som
det tillstdndsaterkopplade systemets dynamik (enligt en tumregel). (1.5 p)

d. I c. valde vi en viss polplacering for observeraren/Kalmanfiltret. Skulle det
vara mojligt att vélja filtrets poler pa ett godtyckligt sitt for detta system?
Varfor/ varfor inte? (0.5 p)

e. Tyvarr ar &ven maétsignalen y svar att méata pa ett bra sitt och signalen drab-
bas av méatbrus, sa att y = [1 O] x + n. Vi ar sarskilt oroliga fér métbrus
som kan modelleras som sinusvagor med frekvens runt 30 rad/s, det vill siga,
n(t) = sin(30¢).

Vi berdknar darfor overforingsfunktionen fran métbruset n till skattningen
%o enligt Gpz,(8) = [0 1] [sI — (A — LC)]7L och ritar dess Bodediagram
(amplitudkurvan) for nagra polplaceringar. Se figur 5.

Diskutera kortfattat med hjilp av detta vad som kan vara en lamplig placering
av observerarens/Kalmanfiltrets poler. (1p)

Amplitud (abs)

1071 i i Y N T B | i i I N N B i |

10° 10 102 10°
Frekvens (rad/s)

Figur 5 Bodediagram (amplitudkurva) for 6verféringsfunktionen G, ;,(s) frdn mét-
brus till skattningen av tillstandet xo, fér fyra olika val av polplaceringar fér observera-
ren/Kalmanfiltret.

Solution



. For detta problem behé6ver vi kolla pa styrbarhetsmatrisen och observerbar-
hetmatrisen.

Styrbarhet. Skapa matrisen Wg = [B AB] = (1) _11 , determinanten
ar skild fran noll, ddrmed ar kolonnerna linjirt oberoende och systemet &r

styrbart.

c| (10
CA|l |0 1)
skild fran noll, ddrmed &r raderna linjart oberoende och systemet &r observer-
bart.

Observerbarhet. Skapa matrisen Wp = determinanten &ar

. Onskade karaktéristiska polynomet &r (s + 3 — 34)(s + 3 + 3i) = s% + 65 + 18.

Slutna systemets karaktiristiska polynom &r det (s — A+ BK) = s% + (1 +
k2)s + k.

JamfoGrelse av termerna ger k1 = 18 och ke = 5.

Slutna systemets 6verféringsfunktion ges av G(s) = C(sI — A+ BK)™ 1Bk, =
cee = sz;gm. Systemet dr asymptotiskt stabilt, slutvirdesteoremet ger sta-
tionéra vardet fran stegsvar som

. o 1 ke k
A ) = e = M v 18 18

For att métsignalen ska bli densamma som referenssignalen méaste darmed
k, = 18.

Styrlagen ges av u = 18r — 181 — bxo.

. For skattning dubbel s snabb som dynamiken, placera polerna dubbelt sa
langt fradn origo. Parametrisera karaktiristiska polynomet som s? + 2(¢ws +
w?(ger w = 3v/2 och ¢ = \/Li) Dubblera w for att fa karaktéristiska polynomet

fér observeraren: s + 12s + 72 (polerna placeras alltsd i —6 + 64).

Det karakteristiska polynomet till observeraren ges av det (sI — A+ LC) =
82+ (I + 1)s + (I3 + 1o), vilket ger I; = 11 och I = 61.

. Ja, detta dr mojligt tack vare att systemet &r observerbart.

. Vi noterar att en stérsignal med frekvens runt 30 rad/s férstarks med en faktor
1 om filtrets poler &r i 4.5 &+ 4.5¢, 2 om de &r i 6 & 67, &nnu mer om polerna
ligger langre ut i VHP.

Det innebér alltsa att systemet blir dubbelt sa bruskénsligt om polerna ligger
dér vi foreslog i ¢, jamfort med om man ndjer sig med att lagga polerna i
4.5 + 4.5i, som skulle gora tillstdndsskattningen 50% snabbare én tillstandsa-
terkopplingen (detta &r i det nedre spannet fér tumregel om design av obser-
verare). Det kan darfor vara virt att kompromissa lite pa snabbheten for att
fa en battre kvalitet pa skattningen. Transienten kommer att bli ldngre, men
den kommer att motstd métbruset béttre.

I verkligheten far man iterera designen av aterkopplingen och Kalmanfiltret
och testa sig fram foér att gora designavvagningar av denna typ.



5. Johan och Max ska dka pulka i Sankt Hans backar. Det &r Johans tur att dka
medan Max knuffar pa med kraften u.

Grés sticker upp i snén, sa friktionen &r inte férsumbar, och backens lutning
gor att accelerationen varierar med pulkans position y. Enligt Max kan pulkans
fard modelleras med differentialekvationen

mi(t) = ~(0) + B + ()

dar m, o och B ar konstanter. Johan vill analysera pulkans beteende och be-
hover darfor din hjalp att ta fram en linjar modell.

a. Infér tillstanden x; = y, x2 = 9 och skriv systemet pa olinjar tillstandsform.
(1p)

b. Max pastar att alla stationdra punkter ges av

(x(l),xg,u()) = (5,0, %)

for godtyckligt varde pa &. Verifiera att detta stimmer. Det vill siga, visa att
detta utgor systemets stationdra punkter. (1p)

c. Lat m = 100, « = 10, 8 = 1 och linjérisera systemet kring den stationéra
punkt dir 29 = 1. Skriv systemet p4 linjér tillstdndsform. (2 p)

Solution

a. Med inforda tillstdnd x1 = y och x2 = ¥ samt omskrivning sa tidsderivering ar
av hogst ordning 1:

$1=IIJ2

. (67 n 1 U
Tro = ——X2 — —
m ml+ m‘ll m

b. I stationdra punkter sa ar tidsderivatorna noll, vilket ger

0=acg
B 1 u?

o
0 = ——29 42 -~ =
T m1+(ac(1))4+m

mr2
Den andra ekvationen kan skrivas om till

0 = 29
0 B

Tre storheter men bara tva ekvationer, parametrisera med £ = x(l) sa erhalles

(w?,xg,uo) = (5,0,—%)



c. Olinjara funktionerna &ar

fl(CUl,-fCQ,U) = X2
« 6 1 Uu
f2($1’$2,U) - _E 2 E1+:1:‘11 +E
Berikna partiella derivator:

o0f1 0f1 0f1
— =0 — =1 — =0
0x1 0xy Ou
Ofs _ _B_4a 0h __a ofs _ 1
0r1  m(l+az)? oza  m ou m

Via uttrycket fran féregaende deluppgift, introducera variablerna

Az, = 71— .’L'(l)
A:L‘Q = X2
B
Au = u+———.
1+ (29)*

Inséttning av m = 100, o = 10, 8 = 1 och z? = 1 samt evaluering av partiella
derivatorna i den stationédra punkten ger linjira tillstAndsformen

Ai‘l 0 1 A.’L‘l 0
S = A
lA“] [_ 00 ‘%] lA“] i L})O] )

A.’L‘l = £L‘1—1

dar

Azy = x9

1
Au = —.
U u+2

-1

Figur 6 Reglerkrets for uppgift 6.

En process Gp aterkopplas med en P-regulator enligt figur 6. For att ta reda
pa hur det slutna systemets poler paverkas av valet av P-regulator har man
ritat en rotort som visas i figur 7.

I figur 8 syns tre stegsvar fér det slutna systemet for tre olika virden pa K.
Para ihop respektive stegsvar A—C med respektive férstarkning

i) K=1
i) K=5
iii) K =30 (1.5 p)

10
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Figur 7 Rotort for uppgift 6.
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Figur 8 Stegsvar for uppgift 6.

Solution

Rotorten borjar i startpunkterna i hoger halvplan och slutar i en asymptot
langs negativa reella axeln och i en slutpunkt (det 6ppna systemets nollstélle)
ic:a-1.5.

For sma K ar systemet instabilt. Eftersom bara ett stegsvar ar instabilt, B, sa
maste det motsvara K = 1.

D& K okar ar polerna komplexa och vi férvintar oss ett oscillerande stegsvar
som i C. Ju storre K, desto storre relativ ddmpning hos polerna och desto
mindre svingningar.

For stora K ar polerna reella, sa vi férvantar oss inga svingningar. Dock kan
nollstéllet som ligger nira origo, jamfért med polerna, orsaka extra Gversling
sdsom i A.

Vi kan alltsé sluta oss till att att K = 5 mosvarar C, och K = 30 mosvarar A.

i) K=1,B
ii) K =5, C
iii) K =30, A

11



7.

En process kan beskrivas med 6verféringsfunktionen

_ 1-0.1s
© (108 +1)2(0.1s + 1)

Gp(s)

Vi vill att systemet ska f6lja referensvirdesdndringar vil och ska darfor ater-
koppla systemet enligt figur 9 och designa en lamplig regulator.

GR GP

-1

Figur 9 Aterkopplat system i uppgift 7.

Vi provar forst en P-regulator Gr(s) = K. Det slutna systemet ar stabilt
och fungerar val upp till férstdrkningen K = 10, dérefter blir det for stora
svangningar i utsignalen. Vi 6nskar dock ett dnnu snabbare system.

. Designa en kompenseringslédnk G’}((s) som Okar snabbheten ytterligare en fak-

tor 3, utan att férsédmra fasmarginalen, jamfért med da endast P-regulatorn
Gr(s) = K = 10 anvéands.

Till din hjélp har du Bode-diagrammet fér Go(s) = 10Gp(s) som visas i
figur 10. (2.5 p)

. For att folja referensvirdeséandringar val kravs ocksa att det stationédra felet

ar litet. For detta syfte har man designat en ytterligare kompenseringslink, sa
att det nya Gppna systemet blir

G (s) = 10Gk (s) Gk (s)Cp (s).
Enligt specifikationen ska det stationéra felet vid ett steg i referenssignalen

vara mindre én 1%.

Man gér tv forsok att designa G%(s) och de resulterande Bodediagramen fér
det nya G (s) syns i figur 11. Ar det ndgot av systemen A respektive B (eller
bada?) som uppfyller specifikationen? (1.5 p)

. Eftersom det &r ett servoproblem man &r intresserad av skulle man ocksa vilja

att systemet kan f6lja en konstant 6kande referenssignal, d.v.s., en ramp. Om
regulatorn som gav det 6ppna systemet A i figur 11 anvands, hur stort blir det
0 t< 0?
t t>0

(1p)

stationéra felet da referenssignalen &r en rampsignal r(t) = {

Solution

12
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Figur 10 Bodediagram for Go(s) = 10Gp(s) i uppgift 7.
10% B 10%
102+ 102
§ 10" }-:; 10’
2 10° 2 10°
= 8 =
107} 510’
Lg_ 102 Lg_ 1072
1073 ¢ 10 X
104 L o 107 N
o - 0
45 -45 \
-90 -90
B-135 B-135
%.180c \ %-180
£ 205 £ 225 \
270 270
-315 \ 3 g5 \
360 = -360 =
107 102 » 10 107 0K 10° 102
Frekvens (rad/s) Frekvens (rad/s)
A B

Figur 11 Bodediagram for G (s) = 10G}(s)G%(s)Gp(s) i uppgift 7-b,c for tvé alterna-

tiv A respektive B pd kompenseringslinken G%(s).

a. Denna uppgift 16ses genom att designa en fasavanceande lank.

GL(s)=K

1+s/b

“1+s/(N)

Mattet pa snabbhet ar skédrfrekvens w,.. Avladsning i bodediagrammet ger att
skérfrekvensen till det gamla 6ppna systemet Go(s) = 10Gp(s) ar 0.3 rad/s.

13



Om snabbheten ska 6ka en faktor 3 boér den nya snabbheten bli w;? = 0.9
rad/s.

Vid den gamla skérfrekvensen ar fasmarginalen 33.4°. Vid den nya 6nskade

skirfterkvensen &r fasmarginalen 0°. Ddrmed maéste fasen 6ka minst 33.4° med

linken. For detta viljs N = 4 i linken. Faskurvans topp ska ligga pa w.?,

darmed fas

W =bVN < b=w¥/VN =0.9/V4=045

Till slut ska Kx bestimmas. Detta gbrs genom att 16sa ekvationen for att
forstarkningen av det 6ppna systemet ska vara 1. Avldsning i bodediagrammet
ger att |Go(iwe?)| = 0.1

1 = |GE (iwg?)| = |Gk (iwe?) Go (iwp?)| = |Gk (iwg?)| * |Go (iwg?)]
= KgkVN%0.1 < Kg=10/V4=5

Déarmed fas den fasavancerande kompenseringslanken som

1+5/0.45 s+ 0.45

Gl(s) = 1+s/(1.8) ~ s+18°

. Med de nya kompenseringsldnkarna blir 6verféringsfunktionen fran referenssig-
nal till fel

1
G =
T (D
Detta kan fas genom blockschemarékning. Om referenssignalen &r ett steg med
hé6jd 1 far felet nér tiden gar mot oédndligheten som:

1

lim e(t) = hm sE(s) = hm S R(s) = hm s% L ll_l;% 1+G—Zy(8)'

t—00 —0 Gny( )

Vi kan se i bodediagrammet att bade system A och B far mot ett positivt reellt
tal 6ver 100, eftersom fasen far mot 0 for laga frekvenser och amplitudkurvan
ar over 102.

For att uppfylla specifikationen maste

Jim le(t)] < 0.01 < hm | < 0.01

+Gg'(s)

D4 det géller att Im(Go(0)) = 0 och Re(Go(0)) > 100 for bade A och B exi-
sterar gransvardet och specifikationen kommer vara uppfylld for bade systemet
i A och B.

. Vid en rampéindring som referenssignal kommer felet gd mot oédndligheten.
Detta géller eftersom vi inte har nagon integrator i processen eller regulatorn
(kompenseringslankar inkluderat). Darmed far man ett stationért fel for ett
steg och odndligt stort fel rampreferens. Mer diskussion om detta finns pa
sidorna 62-64 i foreldsningsanteckningarna.
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Man kan ocksé se det ifall man forséker applicera slutvirdsesteoremet likt i b.
da far man kvar en 1/s enligt

. . . 1 . 11
Jim, () = liy sB(s) = liny o3y B6) = i s 1wy @ = M T ey s

D& Gy (s) gar mot ett begrénsat reellt tal existerar inte gransvérdet och felet
gar ddrmed mot oéndligheten.
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