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1. En PID regulator skall designas for en okénd process. Genom att aterkoppla

systemet med en proportionell regulator med K = 0.6 far man stegsvaret i figur
1. Anvéand Ziegler-Nichols frekvensmetod for att designa en PID regulator.

(2 p)
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Figur 1: Stegsvar for aterkopplad process med k = 0.6 i Problem 1.

Solution

Periodtiden kan avlidsas ur grafen och blir Ty ~ 6. Dessutom blir Ky = 0.6.
Enligt Ziegler-Nichols frekvensmetod fas:

K =0.6Ky, = 0.36
T, =Tp/2 =3
Ty =1Tp/8 =0.75
2.  Sex Nyquistkurvor visas i figur 2. Kombinera dessa med motsvarande

overforingsfunktioner nedan. Fullstdndig motivering krévs. (Tips: Ténk i Bode-
diagram termer) (3 p)
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Solution
G1(s) ar ett forsta ordningens system, dvs Nyquistkurvan ligger i fjarde kva-
dranten och har statiska forstirkningen 2.5. Den enda kurva som motsvarar
detta &r D, dvs G1(s) —» D

G4(s) ar ett andra ordningens system med statiska forstirkningen 2.5. Kurvan
ska komma fran 2.5 och bérja i fjirde kvadranten for att dérefter ga 6ver i tredje
kvadranten och nirma sig origo ldngs den negativa reella axeln nir w — oo.
Den enda kurva som motsvarar detta dr A, dvs Ga(s) — A.

G3(s) dr ett tredje ordningens system med en integrator pol. Fér sma w kommer
Nyquistkurvan lings med den negativa imaginiira axeln (fas = —90°). Den enda
kurva som gor detta dr C, dvs Gz(s) — C.

G4(s) &r ett andra ordningens system med tva integratorer. Fér sma w kommer
Nyquistkurvan lings med den negativa reella axeln (fas = —180°). Den enda
kurva som gor detta dr B, dvs G4(s) — B.

G5(s) innehaller en tidsfordréjning vilket medfor att Nyquistkurvan ska spira-
lisera sig mot origo, dvs G5(s) — F.



Gg(s) har en reell pol, tva komplexkonjugerade poler och ett reellt nollstélle.
Fasen ska ga fran 0° mot —180°. Fasen kan eventuellt temporért vara mindre
dan —180°. Detta motsvarar precis kurva E, dvs Gg(s) — E.

a. Antag att du anvinder en PID regulator pa standardform, dvs

U(s) = K(E(s) + £8E<5) | TpsE(s))

for att reglera nivan i den undre tanken i Lab 2. Antag vidare att reglerloopen
ar 1 stationéritet utan nagra storningar och utan att styrsignal har slagit i nagra
begrénsningar. Vilken eller vilka av foljande delar av regulatorn dr det som
bidrar till styrsignalen u(t): P-delen, I-delen, D-delen eller nagon kombination
av dessa? (1p)

b. Antag istéllet att du anvinder en regulator med borvirdesviktning i P-delen,
dvs P-delen dr K(bR(s) — Y (s)), och att b # 1. Under samma forutsittningar,
vilken eller vilka av termerna &r det nu som bidrar till styrsignalen. (1p)

Solution

a. Stationdritet innebér att samtliga signaler dr konstanta, inklusive referenssig-
nalen. Detta i kombination med att vi har integralverkan i regulatorn innebér
att det stationéra felet &r 0 och att derivatan av felet ocksa &r 0. Det innebér
att bade P-delen och D-delen &r 0 och att den enda term som bidrar till styr-
signalen ar I-delen.

b. Med samma resonemang sa ser man att nir b # 1 sa ges styrsignalen av en
kombination av P-delen och I-delen.

4. Given foljande tillstandsbeskrivning

()= ) )+ (o)

a. Bestdm en styrlag
u==kor—Kx

for systemet sa att polerna i det slutna systemet placeras i -11 och den sta-
tionédra forstirkningen &r 1 mellan r och y. (2 p)

b. Bestidm ett Kalman-filter

~

d
d—f:A:E—s—Bu—i—L(y—Cﬁ)

for systemet sa att observatorens poler hamnar vid -19. (1p)



Solution

a. Om u = k,r — Kx sa blir systemet:
&= Ax+ B(k,r — Kz) = (A— BK)x + Bk,r

K bor viljas sa att egenvirdena for (A — BK) ar pa -11. Egenvérdena for
(A — BK) beriiknas genom att 16sa den karakteristiska ekvationen.

s+ 2+ 2k 2ko

det(sl — A+ BK) = det
et(s + ) e< L o3

>:<s+2+2k1)(s+3>+4k2=

= 5%+ (54 2k1)s + 6 + 6k + dka = 0

Om de begirda egenvirdena ska placeras vid -11 ska den karakteristiska ekva-
tionen vara lika med
(s +11)2 = s + 225 4+ 121

= s>+ (5+ 2k1)s + 6 + 6k + dko = 5% + 225 + 121

Detta ger tva ekvationer
5+ 2k =22

6 + 6k1 + 4k = 121
att 16sa detta ekvationssystem ger k1 = 8,5 och ke = 16.

k, beridknas genom att konstruera overforingsfunktionen mellan r och y och
véilja k, sa att den statiska forstdrkningen f6r denna overforingsfunktion &r 1.
Detta gors genom att Laplace transformerar systemet.

sX =(A—BK)X +Bk.R— X = (s — A+ BK) 'Bk,R
Y =CX — C(sI — A+ BK)™'Bk,R
Overforingsfunktionen fran R till Y &r
G(s) = C(sI — A+ BK) 'Bk,
Den statiska forstiarkningen bor 1 vilket betyder att
G(0)=C(~A+BK) 'Bk, =1
1
C(—A+ BK)"'B
Fér att hitta k. bér man berikna C(—A + BK)™ !B och ta inversen av det.

C(-A+BEK)'B=(0 1) ng 332>_1 @ - 13

ky =

121

Styrlagen &r
u=30.25r — (85 16)x



b. Kalmanfiltrets egenviirden beréknas genom att beriikna egenvirdena for (A —
LC). Detta gors genom att l6sa den karakteristiska ekvationen.

S—|—2 ll

det(sI — A+ LC) = det
et(s ) e<—2 54341y

>:(s+2)(8+3+l2)+2l1:

s+ (5+12)s+6+2lp+2 =0

Om de begirda egenvirdena ska placeras vid -19 ska den karakteristiska ekva-
tionen vara lika med
(s +19)? = 2% 4 385 + 361

$2 4 (54 12)s 4+ 6 + 20y + 201 = 22 + 385 + 361

Detta ger tva ekvationer
5+ 12 =38

6 + 2lo + 201 = 361
att 16sa detta ekvationssystem ger I; = 144.5 och Iy = 33.

<114.5>
L=
33

Givet systemet

¥ o_ 11y
0 Y~ 710 7"
a. Skriv systemet som en 6verforingsfunktion. (0.5 p)
b. Faktorisera overforingsfunktionen sa att den har féljande form. (1p)
Gs) = -

(as+1)(bs+1)

c. Matcha overforingsfunktionen med réitt Bode-diagram [A-D] i figur 3. (1 p)

1. INFO: For full poding maste du motivera ditt svar.
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Figur 3: Bode diagram f6r Problem 4.c.

d. Vad blir den stationadra utsignalen om insignalen &r u = 3 sin(0.05¢)+2 sin(100¢).
(1.5 p)

1. INFO: Bade att utfora berdkningarna och att anvinda Bode-diagrammet
ger full podng. Vilj den metod du foredrar.

2. INFO:Om du inte har lyckats hitta/faktorisera 6verféringsfunktionen el-
ler hittat ratt Bode-diagram, anvand foljande 6verforingsfunktion istéllet.
Observera att detta inte dr svaret man far fér det urspungliga problemet,
dvs du kan inte 16sa problemet med hjalp av Bode-diagrammen.

1

Gls) = (& +1)(s+1)



3. TIPS Anvind linjéritetsegenskapen for en overforingsfunktion.

Solution
. 1
a. 1. Laplace tranformera {§ = —y — 3¢ +u
2
sY 11sY
oy~ U
10 10 +

2. Flytta 6ver Y till VL och bryt ut Y.

2
(8+1+118>Y:U

10 10
3. Dividera. 1
S S
(5+1+%)
1 10
G(S) - 52 11s 1 - s2 + 11s + 10
ot 10T

b. Om vi faktoriserar nimnarpolynomet s?> + 11s 4+ 10, dvs 16ser motsvarande
andragradsekvation far vi

dvs s = —10 och s = —1. Detta betyder att

10 1
) = e - EECEk

dvsc=1,a=0.1,och b=1.

c. Faskurvan ska ga fran 0° till —180°, dvs diagram A &r uteslutet. Férstarkningen
vid laga frekvenser ar 1, dvs diagram C &r uteslutet. Amplitudkurvan ska ha
tva brytfrekvenser en vid w = 1 rad/s och en vid w = 10 rad/s. Diagram
D forefaller att ha tva brytfrekvenser men dessa ligger vid w = 1 rad/s och
w = 100 rad/s. Det enda som aterstar dr Bode-diagram B.

d. 1. Med tanke pa att overforingsfunktionen dr linjar sa kan man titta pa varje
insignal for sig och sen addera deras utsignal.

2. Om u = 3sin(0.05¢) sa vet vi att G(s) kan approximeras som 1. Med tanke

pa att
1

(D
! ~ 1
(i0.05 +1)

Det vill sdga att forstarkningen &dr 1 och fasvridningen blir 0 sa utsignalen
ar 3sin(0.05t). Detta kan ocksa ses fran Bode-diagrammet.

~
~



3. Om u = 25sin(100t)

1
G(iw)| = |—=
Gow)l |(%+1)(z’w+1)|
1 1
G(:100)| = |~ - = =
IG(E100)] |(210 +1)(i100 + 1)| V102 + 11002 + 1
1
—— ~0.001
v/1014/10001
(G(3100)) = arg( o) = argl(fr—ss0)
ar i =ar = ar
g IYG10 + 1)(3100 + 1) 9110i — 999
—999 — 1104 110 o
= aTg(m) = aTctan(@) — 7 =-3.03rad = —174
4. Utsignalen blir 0.002sin(100¢ — 3.03). Detta kan ocksa ses fran Bode-
diagrammet

5. Den slutliga utsignalen blir

y = 3sin(0.05¢) + 0.002sin(100¢ — 3.03)

ALTERNATIVT SVAR:
1. Med tanke pa att 6verforingsfunktionen &r linjar sa kan man titta pa varje
insignal for sig och sen addera deras utsignal.

2. Om u = 3sin(0.05¢t) sa vet vi att G(s) kan approximeras som 1. Med tanke
pa att
1

(iOﬁ)S 4 1)
1
(40.05 + 1)

Det vill sidga att forsdrkningen &r 1 och fasvridningen blir 0 sa utsignalen
ar 3sin(0.05¢t).

3. Om u = 25sin(5t)

~1

~
~

1
Gliw)| = | =
i)l ’(%—I—l)(iw—i—l)‘
. 1 1
|G(i100)| = ‘(2‘100 1)(i100 1)’ = - =
i R0 1002 | 1/T002 + 1
1 ~oo0
V83.61/10001
(G(i100)) = arg( ! )= arg(— L)
ar 2 = ar - = arqg(————
! T A0 1) (1100 + 1) 9909i — 908
—908 — 109i 109 .
= Wg(m) = C”“Ctém(@) — 71 =-3.02rad = —173

4. Utsignalen blir 0.002 sin(100t — 3.02)



5. Den slutliga utsignalen blir

y = 3sin(0.05¢) + 0.002 sin (100t — 3.02)

6. Betrakta foljande linjira system pa tillstandsform.

BRI EE | SEHE

y=[-1 0] [ml}

T2
a. Berékna overforingsfunktionen, G(s), for systemet. (1p)
b. Forklara varfor du far det resultat som du har fatt. (1p)
Solution
a.

G(s)=C(sI—A)'B=[-1 0] [s+1 0 2}—1 m

0 S — 3
N <5[+_11><50]2> [852 H [2]
0
“Grneo2 0

b. Eftersom A-matrisen ér diagonal ser man direkt att x; inte &r styrbart och att
9 inte dr observerbart. Det betyder att varken x; eller x5 syns i
overforingsfunktionen.

7. Ett system som reglerar artértrycket under anestesi har designats och testats.
Nivan pa artartrycket antas motsvara anestesidjupet under kirurgi. En block-
diagram av systemet visas i figur 4, dir paverkan av kirurgin representeras av
storningen Ty(s).

Kirurgisk

storning

Tu(s)

-1
Ventilin- l Patient
R (s) stéllning 1 Anga EN v <3)
~~ —(P— K - @ 1 Faktiskt
Onskat s blodtrvek
blodtryck (s +2)2 odtryc
-1

Figur 4: Blockdiagram fér Problem 7.
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a. Bestdm overforingsfunktionen fran Ty(s) till Y (s). (1p)
b. For vilka virden av k dr systemet asymptotiskt stabilt? (1p)
c. Bestim det stationira felet pa grund av en enhetsstegstérning. (1p)
d. Bestdm overforingsfunktionen fran insignalen R(s) till Y (s). (1p)
e. Bestdm det stationira felet for en rampinsignal. (1p)

f. Vad &r intervallet av k for vilket vi far ett stationért fel mindre &n 0.25 pa
grund av rampinsignaler. (1p)

Solution
a. Overforingsfunktionen fran storningen Ty(s) till métsignalen Y (s) hittas genom
att sitta R(s) = 0. Vi far

Y(s) —s
Ty(s) s3+4s2+4s+k’

b. Det karakteristiska polynomet &r av tredje ordningen och har formen D(s) =
s34+ ags®+ays+ag. For asymptotisk stabilitet kréver vi att ag, a1, ag dr positiv
och dven asa; > ag. Detta oversatts till £ > 0 och & < 16 och dérfor bor k
vara i intervallet 0 < k£ < 16.

c. Antag att k ligger i intervallet 0 < k < 16, sa skulle vi kunna anvénda
slutvirdesteoremet for att erhalla stationéra felet. Att ha en enhetsstegstérning
betyder Ty(s) = 1. Vi far

— lims [0+ i L
s = %% 3 +4s2+4s+k) s

Observera att i detta fall 4&r den 6nskade utsignalen till en enhetsstegstorning
0.

d. Den slutna overforingsfunktionen ar

Y (s) k

e. Stationira felet nir R(s) = S% raknas med hjélp av slutvirdesteoremet.

. 1 4
eszlg%s(l—G(s))?—%.

Detta resultat erhalls genom att tillimpa L’Hopitals regel (genom att differen-
tiera téljaren och nimnaren en gang och sedan ta gréinsen).

f. Om vi vill att felet ska vara mindre &n 0.25, dversitts detta till e = % <
0.25 <> k > 16. Genom att titta pa villkoret for stabilitet sa ser man att det
inte finns nagra virden pa k sa att denna felreduktionsniva uppnas.

11



8. En process, betecknad som P, regleras av en regulator, betecknad som C.
Fasmarginalen for hela systemet &r acceptabel, men systemets hastighet &r
for lag. Din uppgift dr att designa en fasavancerande kompenseringslank som
fordubblar skérfrekvensen, w., samtidigt som fasmarginalen, ¢,,, bibehalls
oforéndrad.

Systemet kan beskrivas enligt foljande:

2 —0.25s
8+16Xp )

Sl

(3 p)

Solution
Den ursprungliga skirfrekvensen, betecknad som w,, beriknas med hjilp av
foljande ekvation:

2 .
|P(iwe)C(iwe)| = |—=—————— exp~ 0e| = 1

V2(iwe + 1)

—0.25tw,

Eftersom ‘%‘ = % och }exp = 1, resulterar det i:

2 2
= = 1
V2[(iwe + 1)) V2y/w? +1

=Vw?+1

2 =w+1

Sl

we =1

Den ursprungliga fasmarginalen, betecknad som ¢,,, beriknas med hjilp av
argumentet for P(iw.)C(iw.) enligt foljande ekvation:

2

arg (P (i) C (i) = arg (W exp 05 ) =

2 — 21w,

C

arctan(—w.) — 0.25w,

) — 0.25w,

Inforandet av skérfrekvensen ger:
arctan(—1) — 0.25 = —1.035 rad ~ —60°
©m = 180 — 60 = 120°
For att 16sa problemet.

1. Bestdm den nya skérfrekvensen, betecknad som w;, och den nya fasmar-
ginalen, betecknad som ¢,.

12



2. Berdkna hur mycket fas som finns vid den nya skérfrekvensen, berikna
hur mycket fasen bor tkas for att uppfylla specifikationerna som anges i
steg 1 och vélj ett N som ger denna fas6kning.

(a) Fasen vid den nya skiirrekvensen, betecknad som ¢, berdiknas med
exakt samma metod som tidigare visats:

arctan(—w() — 0.25w = arctan(—2) — 0.5 = —1.61 ~ —92°

p =180 — 92 = 88°
(b) Den 6nskade fastkningen, betecknad som Ay, berdknas enligt:

Ap = —¢p=120—88 = 32°

(c) N viljs for att oka fasen. I det hér fallet bor fasen ckas med cirka
30°, vilket, med hjilp av formelsamlingen, ger oss ett N pa 3.

3. Vilj b sa att toppen av den nyss skapade fasokningen sammanfaller med
den nya skérfrekvensen:

n
9
Ye _ 2 o115

VN V3

4. Valj Ky, sa att |P(iw?)C(iw?)Gr(iw?)| = 1, dir Gy, &r fasavancerande
kompenseringslink och |Gy (iw?)| = Kv/N.

w?:b\/ﬁ—ﬂyz

|Piwg)C(iw?) G (iwg)| = | Piwg)C(iw? )| K VN = 1

2
£ KWN=1
NN CEES
(wg)?+1
K= el T2 <001
F 2N

Sa den slutliga kompenseringsldnken ser ut som foljer:

s+b s+ 1.15
G = KN =273——M—
k(s) K s+ bN s+ 3.46
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