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Poangberakning och betygssattning
Losningar och svar till alla uppgifter skall vara klart motiverade. Tentamen omfattar
totalt 25 podng. Podngberdkningen finns markerad vid varje uppgift.
Preliminéra betygsnivaer:
Betyg 3: lagst 12 poéng
4: lagst 17 poing
5: lagst 22 poéing

Tillatna hjalpmedel

Matematiska tabeller (TEFYMA eller motsvarande), formelsamling i reglerteknik
samt icke férprogrammerade réknare.

Tentamensresultat

Resultatet meddelas via LADOK. Tidpunkt och lokal for visning meddelas via Can-
vas. Losning till tentan kommer att laggas upp i Canvas.

LYCKA TILL!
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Figur 1 Det slutna system i problem 1.
1. Ett system beskrivs av foljande differentialekvation:
§t) + 43 9(t) + 9 y(t) = VT u(t)
a. Vad ar systemets 6verforingsfunktion (fran u till y)? (1p)

b. Bestim systemets poler och nollstillen. Ar systemet asymptotiskt stabilt?
Glom ej att motivera ditt svar. (1p)

c. Systemet regleras med en P-regulator med forstarkning K i sluten loop, se figur
1. For vilka virden pa K blir det slutna systemet asymptotiskt stabilt? (1 p)

Solution

a. Med anvindning av Laplace-transform for differentialekvationen (initialvirden
forsummade), far vi

Y(s)(s2+4V3s+9) =VTU(s)

_Y(s) _ V7

Gls) = U(s) s2+4v3s549

b. Poler: —\/5; —34/3.
Bada polerna har negativ realdel, och systemet &r foljdaktligen asymptotiskt
stabilt. Systemet saknar nollstéllen.

Ga=Y(s)/R(s) = %
_ K7
Cals) = 55 (4v/3)s + 9+ K/

Det slutna systemet ar asymptotiskt stabilt om bada polerna ligger (strikt) i
det vinstra halvplanet (dvs de har negativ realdel). Detta dr uppfyllt endast
om bade ai, ag > 0 for det karakteristiska polynomet s2 4+ a1 + ag Av detta
féljer vilkoren

a2=9+1r{\/?>0<:>Kﬁ>—9<:>K>—i

VT

2. En inverterad pendel kan beskrivas genom foljande system.

-4 ()

y=(1 O)x



a. Designa en tillstdndsaterkoppling sé att den statiska férstdrkningen blir 1 samt

att bada polerna hamnar i s = —1. (1.5 p)

b. Det visade sig att det bara var mojligt att méta det ena tillstAndet hos pendeln.

Designa ett Kalmanfilter s& att filtrets poler hamnar i s = —2. (1p)
Solution

a. Styrlagen for en tillstindsaterkoppling, v = k,.r — Kz, ger foljande till-
standsekvation

& = Az + B (k,r — Kz) = (A— BK) z + Bk,r

(-0 0)+ (%) m)

s -1
—1—]{71 S—k‘g

=s(s—l2)—1—k1=s2—lgs—(1+k1)
D4 bada polerna skall ligga i s = —1 fas att k1 = k2 = —2 och det nya systemet

kan skrivas som
R 1 0

Y= (1 0) T
Den statiska forstarkningen ges av G (0) vilket ger f6ljande ekvation:
G (0) = C (—Any) " Bk,

R

Detta ger k. = —1 och vi far féljande system:

. 0 1 0
Yy = (1 0) T

b. Ett Kalmanfilter kan skrivas som
t=A2+Bu+L(y—19)
7=0C%

Detta medfor alltsa att polerna bestdms enligt

s 0 01 I

(0 s>_<l 0)+(12> ¢ 0)‘
s+l -1
-1+ s
:s(s+l1)+l2—1=s2+l1s+l2—1

Da polerna skall placeras i s = —2 fas att [y =4 och Iy = 5.

Polerna fér denna ges av

det(sI — A+ BK) =

det (s — A+ LC) =




3. Betrakta systemet

i = -2+ 20— Vu

Zo =1In (1)
y = /1 + 25
a. Finn alla stationdra punkter (29,29, u%) fér systemet. (1 p)
b. Linjérisera systemet for u® = 4. (1p)

c. Ar det linjériserade systemet asymptotiskt stabilt? G16m inte att motivera ditt
svar! (1p)

Solution

a. Vi finner de stationdra punkterna genom att sétta &3 = &2 = 0.

—@%)2+2) — Vud =0
In (z9) =0

vilket ger

9 = Vud +1

) =1
Sammantaget ges de stationdra punkterna av

(w?,xg,u0> = (1, Vu® +1,u4°%)

b. Fér u® = 4 &r den stationira punkten (2?,z3,u%) = (1,3,4). Vi infér nya
variabler

0
Az; =zx1 — ]

Aa:z:mg—xg
Au=1u—u°
Ay=y—1y°

fil(@1,22,u)) = —(21)% + 22 — Vu
fo((z1,z2,u)) = In (z1)
g((z1, 2,u)) = /T1 + 23

Det linjariserade systemet ges da av
Ai‘l _ Awl
<Ai‘2> B A (sz) + BAu

_ ACCl
Ay=C <A$2> + DAu



dar

ml,mg,uo)

% gfl of1
a=( &) oe=(B)
dr1 Oz2 ( 0 (ml,z uo)

dg Og . — (%
C= (8301 ax?)(m?,x%,uo)’ D= (au)(x?,%,u )
h
01 ! TO0xy 7 Ou 2/
3f2 ofs _ . Of2
_1/ = ’8 =0; Du =0
dg 1 _1/2; 39_22 6,@

8:21_2\/7 I:.auzo

c. Nej, ty A-matrisens egenvirden ar {—1 —3,-1+ \/§} och —1++/3 > 0.

4. Matcha varje 6verféringsfunktion nedan med ett Bode diagram i figur 2 och
ett stegsvar i figur 3. Motivera varje val.

s+1 52
G =00 @)= e

_ 2 —3s. _ 1 —0.4s
G (s) s+6e ’ 4()_.s+1
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Figur 2 Bode diagram
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Solution
(31 ar en forsta ordningens process med ett nollstélle, dvs det har en direktterm,
utan tidsférdréjning och med statisk férstarkning 1/10.
G2 dr en andra ordningens process med tva nollstéllen i origo, dvs det har
ocksa en direktterm, och statisk forstéarkning 0.
(3 ar en forsta ordningens process med tidsférdrojning pa 3 sekunder och
statisk forstarkning 1/3.
G4 ar en forsta ordningens process med tidsférdréjning pa 0.4 sekund och
statisk férstarkning 1.

Bodediagram A motsvarar ett andra ordningens system med komplexkonjuge-
rade poler och utan nagra nollstéllen. Nagon sadan 6verforingsfunktion har vi
inte.

Bodediagram B bestar av en S? term och tv4 stycken poler som bada har bryt-
frekvens 1. Detta motsvarar Gs.

Bodediagram C motsvarar ett forsta ordningens system med ett nollstélle, dvs
Gi.

Bodediagram D och E innehaller bada en ren tidsférdrojning. Fran viardena pa
axlarna ser man att tidsférdréjningen ar storre for E dn f6r D. Ur detta fas att
Bodediagram D motsvarar G4 och Bodediagram E motsvarar G3
Bodediagram F motsvarar ett forsta ordningens system utan nollstéllen, vilket
vi inte har.

Stegsvar i har en direktterm och statiska forstarkingen 0, dvs det motsvarar
Go.

Stegsvar ii motsvarar ett forsta ordningens system med statisk férstarkning
0.1. Detta har vi inte.

Stegsvar iii motsvarar ett férsta ordningens system med direktterm och statisk
forstarkning 0.1 vilket Gverensstdmmer med Gj.

Stegsvar iv har en tidsférdréjning pa ca 3 sekunder vilket motsvarar Gs.
Stegsvar v har en tidsférdr6jning pa ca 0.4 sekunder vilket motsvarar Gy4.
Stegsvar Vi liknar mest stegsvaret for ett andra ordningens system med kom-
plexkonjugerade poler.

Sammanfattningsvis har vi

G1-C-—iii
Gy-B-i

G3—-E-iv
Gy—-D-v

a. Antag att du anvinder en PID regulator pa standardform, dvs
1
U(s) = K(E(s) + T—SE(s) + TpsE(s))
I

for att reglera nivan i den undre tanken i Lab 2. Antag vidare att reglerloopen
ar i stationaritet utan nagra storningar. Vilken eller vilka av foljande delar
av regulatorn dr det da som get ndgot bidrag till styrsignalen, u(t): P-delen,
I-delen, D-delen eller ndgon kombination av dessa? (0.5 p)



b. Antag istéllet att du anvénder en regulator med bérvirdesviktning i P-delen
och b # 1. Under samma foérutsiattningar vilken eller vilka av termerna &r det
nu som ger nagot bidrag till styrsignalen? (0.5 p)

Solution

a. Med en PID regulator sa &r felet och derivatan av felet bada noll i stationaritet,
dvs P-delen och D-delen dr bada 0. Den enda term som bidrar till styrsignalen
ar I-delen.

b. Med samma resonemang si ser man att nir b % 1 si ges styrsignalen av en
kombination av P-delen och I-delen.

6. Skissa Nyquistkurvan f6r foljande system. For att fa full pott ska virdena for
w = 0 och w — oo vara korrekta och kurvan ska ligga i ritt kvadrant eller
kvadranter. Den exakta formen pa kurvan for 6vrigt behéver inte vara korrekt.

(3 p)
a.
G(s)=K
b. En fasavancerande liank
G(s) = K N-SF2
- oK s+ bN
c. En PI regulator )
G’(s) = K(]. + m)

Solution

a. For en konstant forstdrkning K sa blir Nyquist-kurvan en punkt i +1.

b. Den fasavancerande lanken kan skrivas som

1+s/b
Gs) = Kk T35 706m)
Den statiska forstarkningen blir Kx. Nar w — oo sa blir férstarkningen i
stillet Kx N. Genom att betrakta Bode-diagrammet sa ser man att frekven-
sasymptoten gar fran 0° — 90° — 0° nir w gar fran 0 till co. Det betyder
att Nyquistkurvan bérjar i Kx och sedan befinner sig i férsta kvadranten hela
tiden tills den nar Kx N. Den &r i sjilva verket en halvcirkel.

c. Fran motsvarande Bode diagram resonemang ser man att Nyquistkurvan hela
tiden befinner sig i fjarde kvadranten. For sma w sa ligger kurvan parallellt
med negativa imagindra axeln och nar w — oo sa gar kurvan mot K.

Nyquist-kurvorna for de tre fallen visas i figur 4.
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Figur 5 Det uppméitta amplituddiagrammet i problem 7.

En process pa din arbetsplats fungerar ganska daligt och beh6ver déarfér battre
reglering. Du lyckas leta reda pa lite gamla ritningar och anteckningar for
processen, och hittar ganska snart att den nuvarande P-regulatorn har stallts
in med hjalp av Ziegler-Nichols frekvensmetod. Den nuvarande P-regulatorn
med K = 1.6 valdes baserat pa att sjdlvsvingningar uppstod for K = 3.2.
Denna regulator ger ett langsamt system. Till din glidje hitttar du ocksa ett
amplituddiagram for processen utan regulator, se figur 5. Din processkunskap
férsakrar dig om att processen ar stabil och saknar nollstéllen i héger halvplan.
Du bestdmmer dig déarfor att byta ut P-regulatorn mot en fasavancerande lank.

Vilken periodtid fick svingningen nér sjdlvsvingningsexperimentet utfordes?
Vid vilken vinkelfrekvens w, har fasen —180 grader? (1p)
Ta fram en fasavancerance lank
s+b
G =KgkN——
r(s) K s TN’

sd att fasmarginalen blir ¢ = 40° och skérfrekvensen w, blir identisk med wy,
i a). Om du inte har 16st uppgift a, s designa en ldnk som ckar fasen med 30°

10



vid skérfrekvensen w, = 3. (2 p)

Solution

a. Sjilvsvingningsexperimentet gar ut pa att hitta en férstirkning K, sddant att
systemet borjar sjalvsvanga. Detta hénder d& K,G(iwp) = —1. Vi maste alltsé
hitta w, sddant att |G(iwp)| = 1/K, = 1/3.2. Enligt amplituddiagrammet har
vi wp ~ 4.8rad/s. Alltsa har G fasen —180° vid w;, och svinger med periodtiden

2r oy T
w_p ~y 2.4S-

b. Eftersom att skédrfrekvensen ska ligga vid wy, sd méste vi vrida fasen dér 40
grader. Fran sambandet mellan fasékning och N far vi att N > 5 och kan vilja
N = 5. Maximal fas6kning f6ér ladnken sker vid frekvensen

w = bVN.

Vi viljer d4 lampligen b = w,/+/5 for att placera linkens fastopp vi wy. Léinkens
forstarkning vid den frekvens dar maximala fasékning erhéalls ar

Kravet w, = wy, ger |G(iwp)| = 1, alltsa

1
KieVN = ———— =32
K |G (iwp)|

Vi far dd K = 3—§ Slutgiltligen far vi

_ s+ 4.8/v/5
Gr(s) = 3.2\/5—8 TN

11
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Figur 6 Regulatorstruktur till problem 8.

For att kunna rddda Skéne fran elbrist i vinter, s& har Bosse bestdmt sig
for att sénka innetemperaturen i sommarstugan, 7;. Om det blir f6r kallt sa
kan vattenledningarna frysa, sa fér att nad en bra kompromiss behéver Bosse
knapa ihop ett bra styrsystem. Bosse har ett gammalt eldrivet element, vars
temperatur T}, beskrivs av differentialekvationen

1
Rip,
Hér ar Cp, = 1/3 kWh/C° viarmekapaciteten hos elementet, R;;, = 0.5 C°/kW

ar termal resistans mellan element och luft och u ar effekten Gver elementet
matt i kW. For att forenkla sambandet sa later Bosse u = up, — RL.hTi och far

c, T, =

(T; — Tp) + u.

: 1
ChTh = —

Th + up,.
Rip,

Innertemperaturen beskrivs av differentialekvationen

. 1 1
CiT; = E(Th - T;) + E(Ta -T;),
dir C; = 1kWh/C® &r innerluftens virmekapacitet, R;, = 5C°/kW &r termal
resistans mellan innetemperaturen och utetemperaturen 7,. Bosse har bestamt
sig for att anvdnda regulatorstrukturen i Figur 6.

. Vad kallas regulatorstrukturen i Figur 67 Vilken av aterkopplingarna har som
funktion att styra elementets temperatur, vilken har som syfte att styra inne-
temperaturen? (2 p)

. Ta fram 6verforingsfunktionerna Gp;, Gps och Gps. (2 p)

. Ta fram en Pl-regulator, Gra(s) = Ko+ 1{,-{223 s att overforingsfunktionen fran
Ry till Ty, far bagge poler i —12. Om du inte har fdtt fram ett svar i b, lat

Gps = s-%ﬁ' (1.5 p)
. Bosse approximerar nu &verféringsfunktionen fran Rs till T, med konstanten
1 och later Gg1 = 1.1(1 + 22), &r det ett rimligt val? (1p)

. Anta nu att du kan méta utetemperaturen, T,. Ge ett férslag pa hur du kan
utnyttja den extra informationen i din reglering. (1p)

12



Solution

a. Regulatorstrukturen kallas kaskadreglering. Aterkopplingen T}, till Ggs syftar
till att styra temperaturen av elementet. Aterkopplingen T; till Gg; syftar till
att styra innetemperaturen.

b. Laplace transformering av differentialekvationerna ger sambanden,

1 1
Th(s) = — ————Up(s
h(s) Crst nl n(s)

3

= U,
s+6 n(s)
1 1 1

Ti(s) = ( T + T)
o) s+ moc T oo, \Ciltin "7 CiRi

1
= (2T}, + 0.2T5).

$+2.2
Vi kan d& identifiera 6verforingsfunktionerna i blockdiagrammet med
1 1 2
Gpi(s) = . = ,
1(e) RinCi s+ oo + g, 5+22
1 1 3 Rin
Gpa(s) = 5 - = , Gps(s) === =0.1.
=5, s+ gle S+6 ()= R,
c. Sekundirkretsens sluta 6verféringsfunktion blir
K
GPQ(S)GRQ(S) _ i Kss + T_S
1 K K
1+ GCra(9)Cra(s) - Ohs?+ (gle + ) s+ ity

_ 3(Kas + %)
52+ (6 + 3K3)s + 352

Vilikstéller ndmnarpolynomet med det vi far specifikationen:

K.
s? + (6 + 3K3)s + 3T—2 = s 4 245 + 144.
2

Detta har 16sningen 3
Ky=6, Ta=g,.

2

d. Insdttning av konstanternas virden ger att Gp; = 793

(med approximation) blir da

Det slutna systemet

Gpi1(s)Gri(s) _ 2.2s + 2.22
1+ Gpl(S)GRl(S) C $242-22542.22°

Sekundéarsystemet ar alltsd approximativt 12/2.2 =~ 5.5 ginger snabbare &n
primarsystemet, vilket bor vara okej. Eventuellt hade det varit bra om Bosse
kunde goéra sekundérsystemet snabbare.

e. Man kan kompensera bort inflytandet av yttertemperaturen via framkoppling
enligt figur 7, dir Bosse bor vilja Gpp = —G;é = —gﬁz = —10. Gpg ér en

konstant, och G;é ar darfor realiserbar.
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Figur 7 Framkoppling f6r stérningskompensering i uppgift 8.
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